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 𝐿(𝑥) = 0 + 3(𝑥 − 0)    → 𝐿(𝑥) = 3𝑥 

 

 𝐿(𝑥) = 5 + 15 (𝑥 − 0)    → 𝐿(𝑥) = 15 𝑥 + 5 

√2 = 𝑓(1) = 𝐿(1) = 5 + 15 (1) = 5.2 

𝑓/(𝑥) = 1√2𝑥 + 25 

𝑓/(0) = 1√0 + 25 = 15 

 

𝑓(𝑥) = √27 √2𝑥 + 25 = √27 2𝑥 + 25 = 27 → 𝑥 = 1 
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L(x) = 𝑓(1) + 𝑓/(1)(x − 1)                  L(x) = 2 + −2(x − 1)    → L(x) = 2 − 2x + 2 = −2x + 4 

 

𝑓(1) = 2 𝑓/(𝑥) = −2𝑥2  𝑓/(2) = −2 

L(x) = 𝑓(0) + 𝑓/(0)(𝑥 − 0)                  L(x) = 𝑓(0) + 𝑓/(0) 𝑒0.02 = 𝑓(0.01) = 𝐿(0.01) = 1 + 2(0.01) = 1.02 

 

 

𝑓(0) = 1 𝑓/(𝑥) = 2 𝑒2𝑥 𝑓/(0) = 2 𝑓(𝑥) = 𝑒0.02    المقارنة 𝑒2𝑥 = 𝑒0.02 2𝑥 = 0.02  → 𝑥 = 0.01 

L(x) = 𝑓(0) + 𝑓/(0)(𝑥 − 0)          L(x) = 1 + 0(𝑥 − 0) = 1             𝑓(0) = cos 0 = 1     𝑓/(𝑥) =  −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑓/(0) = 0 

L(x) ≈ 𝑓(0) + 𝑓/(0)(𝑥 − 0)       L(x) = 0 + 1(𝑥 − 0) = x             𝑓(0) = 𝑡𝑎𝑛−10 = 0         𝑓/(𝑥) =  1𝑥2 + 1 𝑓/(0) =  1 
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L(28) = 𝑓(27) + 𝑓/(27)(28 − 27)   → L(28) = 3 + 0.036 = 3.036 

f(x)= 𝑥5 𝑓/(𝑥) = 5𝑥4 𝑓/(2) = 80 

𝐿(2.1) = 𝑓(2) + 𝑓/(𝑥)(2.1 − 2)  𝐿(2.1) = 32 + 80(0.1) = 40 

 𝐿(1) = 𝑓(1) + 𝑓/(1)(𝑥 − 1)   𝐿(1.1) = 0 + (1)(1.1 − 1) = 0.1 

ln 1.1 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥0 = 1 𝑓(1) = 0 𝑓/(𝑥) = 1𝑥 

𝑓/(1) = 11 = 1 
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 𝐿(𝑥) = 𝑓 (𝜋6) + 𝑓/(𝜋6)(𝑥 − 𝜋6)   𝐿(𝑥) = (12) + √32 (𝑥 − 𝜋6)   𝑥1 = 29° = 29°. 𝜋1800 = 

𝐿(29°) = 𝐿 ( 29𝜋1800)   𝐿(𝑥) = (12) + √32 (29𝜋180 − 𝜋6)=0.48 

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑥0 = 𝜋6 

𝑓 (𝜋6) = 𝑠𝑖𝑛 𝜋6 = 12 𝑓/(𝑥)=cosx 

COS 1 

   𝐿(𝑥) = 𝑓 (𝜋3) + 𝑓/(𝜋3)(𝑥 − 𝜋3)   𝐿(𝑥) = (12) + −√32 (𝑥 − 𝜋3)   𝑥1 = 1 𝐿(1) = (12) − √32 (1 − 𝜋3) = 0.54 

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑥0 = 𝜋3 

𝑓 (𝜋3) = 𝑐𝑜𝑠 𝜋3 = 12 𝑓/(𝑥)=- sin x 𝑓/ (𝜋3)=  −𝑠𝑖𝑛 (𝜋3)=  
−√32  

√70 3 𝐿(𝑥)  الحجم  70 فيكون  طول  ضلعه   = 𝑓(64) + 𝑓/(64)(𝑥 − 64)   
 𝐿(𝑥) = (4) + 148 (𝑥 − 64)   𝐿(70) = (4) + 148 (70 − 64) = 4.125 

𝑓(𝑥) = √𝑥3 = 𝑥13 , 𝑥0 = 64 𝑓(64) = √643 = 4 𝑓/(𝑥) = 13 𝑥−2 3⁄  

𝑓/(64) = 148 
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 𝑥0 = 𝐿(𝑥)  قاعدة  الدالة  غير  معلومة  لتكن  2 = 𝑓(2) + 𝑓/(2)(𝑥 − 2)   𝑓(2) = 1  , 𝑓/(2) = 2 = =ميل المماس −33 = −1 𝐿(𝑥) = 1 + (−1)(𝑥 − 2)   𝐿(𝑥) = 1 − 𝑥 + 2 = 3 − 𝑥   𝑓(2.1) = 𝐿(2.1) = 3 − 2.1 = 0.9  

𝑥0 = 𝑓(35)  قاعدة  الدالة  غير  معلومة  لتكن  35 = 1700  , 𝑓/(35) = 𝑚 = =ميل المماس 1700 − 120035 − 30 = 100 𝐿(𝑥) = 1 + (−1)(𝑥 − 2)   𝐿(𝑥) = 1 − 𝑥 + 2 = 3 − 𝑥   𝑓(2.1) = 𝐿(2.1) = 3 − 2.1 = 0.9  

𝐿(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓/(𝑥 − 𝑥0)   𝐿(𝑥) = 1700 + 100(𝑥 − 35)   𝑓(50) = 𝐿(50) = 1700 + 100(50 − 35) 𝑓(50) = 𝐿(50) = 1700 + 100(15) = 3200 
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 طريقة نيوتن

 

 𝑓/(0) = −1 

 𝑥1 = 𝑥0 − 𝑓(𝑥0)𝑓/(𝑥0) 

𝑥1 = 0 − 𝑓(0)𝑓/(0) = 0 − 1−1 = 1 
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 𝑥1 = 𝑥0 − 𝑓(𝑥0)𝑓/(𝑥0) = − 12          𝑓(0) = 1   𝑓/(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 𝑓/(0) = 2 

𝑓(−1) = 1   𝑓/(𝑥) = 5𝑥4 − 1 𝑓/(−1) = 4 

 

 𝑥1 = 𝑥0 − 𝑓(𝑥0)𝑓/(𝑥0) = −1 − 14 = −1.25          

𝑓(𝑥) = 2𝑥5 − 𝑥2 + 𝑓(0) نفرض  الدالة   1 = 1  , 𝑓(−1) = 𝑥0 ول  يجوز   2− = 𝑓/(0) نختار  1− = 𝑥0 لأن   = 𝑓/(𝑥) اختيار 0 = 10𝑥4 − 2𝑥 𝑓/(−1) = 12 

𝑥1 = 𝑥0 − 𝑓(𝑥0)𝑓/(𝑥0) = −1 − −212 = − 56         
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𝑥1 = 𝑥0 − 𝑓(𝑥0)𝑓/(𝑥0) 

𝑥1 = 2 − 𝑓(2)𝑓/(2) 

𝑥1 = 2 − −380 = 2.0375 

𝑥 = √35  5 𝑥5     نفرض   = 35 𝑥5 − 35 = 0 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 𝑥0  تكون  الدالة     35 = 𝑓(2)  ويكون    2 = −3,    𝑓/(𝑥) = 5𝑥4  , 𝑓/(2 = 80) 

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛2 − 𝑥𝑛 − 1    𝑓/(𝑥) = 2𝑥 − 1    𝑓/(𝑥𝑛) = 2𝑥𝑛 − 1 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛)𝑓/(𝑥𝑛) 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛2 − 𝑥𝑛 − 12𝑥𝑛 − 1  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛(2𝑥𝑛 − 1) − (𝑥𝑛2 − 𝑥𝑛 − 1)2𝑥𝑛 − 1 = 

𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛2 − 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛2 + 𝑥𝑛 + 12𝑥𝑛 − 1 = 𝑥𝑛2 + 12𝑥𝑛 − 1 
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(00) = lim𝑥→1 10𝑥41 = 10(1) = 10 

(00) = lim𝑥→0 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 01 = 0 

(00) = lim𝑥→0 −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 22𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 22 = 1 
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(00) = lim𝑥→0 𝑒2𝑥 . 2𝑐𝑜𝑠𝑥 = 21 = 2 

(00) = lim𝑥→0
11 + 𝑥21√1 − 𝑥2 = 11 = 1 

(00) = lim𝑥→0 −𝑠𝑖𝑛𝑥2 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 = −12𝑐𝑜𝑠 𝑥 = −12  

(00) = lim𝑥→1
1𝑥1 = 11 = 1 

(00) = lim𝑥→0 −3𝑥  𝑙𝑛3−5𝑥  𝑙𝑛5 = 𝑙𝑛3𝑙𝑛5 = 𝑙𝑛53 
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(00) = lim𝑥→1
−12√5 − 𝑥−12√10 − 𝑥 = −12−13 = 32 

(00) = lim𝑥→0 2𝑥𝑒𝑥 = 01 = 0 

(00) = lim𝑥→0 𝑐𝑜𝑠𝑥−13𝑥2 = (00) = lim𝑥→0 −𝑠𝑖𝑛𝑥6𝑥 (00) = lim𝑥→0 −𝑐𝑜𝑠𝑥6 = −16  نشتق مرتين  

(00) = lim𝑥→0 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 24 = 12 

(00) = lim𝑥→0 10𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = −10𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥 = −10 

(00) = lim𝑥→0 𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 13𝑥2 (00) = lim𝑥→0 𝑡𝑎𝑛2𝑥3𝑥2 = lim𝑥→0 𝑡𝑎𝑛𝑥3𝑥 . 𝑡𝑎𝑛𝑥𝑥 = 13 
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(∞∞) lim𝑥→∞ 5𝑥4 + 4−10𝑥4 = lim𝑥→∞ 20𝑥3−40𝑥3 = − 12 

(∞∞) = lim𝑥→∞ 2𝑥𝑒𝑥 (∞∞) = lim𝑥→∞ 2𝑒𝑥 = 2∞ = 0 

(∞∞) = lim𝑥→∞
1𝑥2𝑥 = lim𝑥→∞ 1𝑥2 = 1∞ = 0 

(∞∞) = lim𝑥→∞
1𝑥1𝑥 + 1 = lim𝑥→∞ 𝑥 + 1𝑥 (∞∞) = lim𝑥→∞ 11 = 1 
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= lim𝑥→∞ (160𝑥0.4 + 90)( 20𝑥0.4 + 10) = (160∞ + 90)(160∞ + 10) = 0 + 900 + 10 = 9 

 

(−∞∞ ) = lim𝑥→0+
1𝑥−𝑐𝑠𝑐2𝑥 = lim𝑥→∞ 1−𝑥𝑐𝑠𝑐2𝑥 = lim𝑥→∞ − 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑥 = lim𝑥→∞ − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑥 . 𝑠𝑖𝑛𝑥 = (−1). 0 = 0 

(∞∞) = lim𝑥→∞
1𝑥12√𝑥 = lim𝑥→∞ 2√𝑥𝑥 (∞∞) = lim𝑥→∞

1√𝑥1 = 1∞ = 0 
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(0. ∞) = lim𝑥→∞ 𝑙𝑛𝑥𝑥 (∞∞) = lim𝑥→∞
1𝑥 1 = ( 1∞) = 0 

(∞. 0) = lim𝑥→∞ 𝑠𝑖𝑛 1𝑥1𝑥 (00) = lim𝑥→∞ −𝑐𝑜𝑠 1𝑥  . −1𝑥2−1𝑥2 (∞∞) = 𝑐𝑜𝑠0 = 1 

(∞. 0) = lim𝑥→∞ 𝑥𝑒𝑥 (∞∞) = lim𝑥→∞ 1 𝑒𝑥 = ( 1∞) = 0 
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(∞. 0) = lim𝑥→∞ ln (1 + 1𝑥)1𝑥 (00) = lim𝑥→∞
 . −1 𝑥2⁄1 + 1 𝑥⁄−1𝑥2 = lim𝑥→∞ ( 11 + 1 𝑥⁄ ) = 11 + 0 = 1 

(∞. 0) = lim𝑥→∞ 1 − 𝑒1𝑥1𝑥 (00) = lim𝑥→∞ −𝑒1 𝑥⁄  . −1𝑥2−1𝑥2 = lim𝑥→∞ (−𝑒−1 𝑥⁄ ) = −1 

(0. −∞) = lim𝑥→0+ ln 𝑥𝑐𝑜𝑡𝑥 (−∞∞ ) = lim𝑥→0+ −1𝑥𝑐𝑠𝑐2𝑥 = lim𝑥→0+ (−𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑥 ) = lim𝑥→0+ (−𝑠𝑖𝑛𝑥𝑥 . 𝑠𝑖𝑛𝑥) = (−1)(0) = 0 
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𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 1𝑥−1  = 1𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑥𝑥 − 1 lim𝑥→1+ 𝑙𝑛𝑦 = lim𝑥→1+ 𝑙𝑛𝑥𝑥−1 (00) = lim𝑥→1+ 𝑙𝑛1 𝑥⁄1 =1 lim𝑥→1+ 𝑙𝑛𝑦 = 1  → 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝑒1 → lim𝑥→1+ 𝑥 1𝑥−1 = 𝑒 

(1∞) 

lim𝑥→∞ (𝑥 + 1𝑥𝑥 − 1𝑥 )𝑥 = lim𝑥→∞ (1 + 1𝑥1 − 1𝑥)𝑥 = 𝑒1𝑒−1 = 𝑒2 

 

(1∞) 
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𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛(1 + 2𝑥)3𝑥  = 3𝑥 ln (1 + 2𝑥) = 3ln (1 + 2𝑥)𝑥 − 1  

lim𝑥→0+ 𝑙𝑛𝑦 = lim𝑥→0+ 3ln (1 + 2𝑥)𝑥 (00) = lim𝑥→0+ 3 ( 21 + 2𝑥)1 = 6 

lim ln 𝑦 = 6  → 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝑒6 → lim𝑥→0(1 + 2𝑥)3𝑥 = 𝑒6 

𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑥𝑥  = 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑥1𝑥  

lim𝑥→0+ 𝑙𝑛𝑦 = lim𝑥→0+ 𝑙𝑛𝑥1𝑥 (∞∞) = lim𝑥→0+ 1 𝑥⁄−1 𝑥2⁄ = lim𝑥→0+ −𝑥 = 0 

𝑙𝑖𝑚 𝑙𝑛𝑦 = 0  → 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝑒0 = 1 → lim𝑥→0+ 𝑥𝑥 = 1 

 

(00) 

𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑥  = 𝑥𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝑥1𝑥  

lim𝑥→0+ 𝑙𝑛𝑦 = lim𝑥→0+ ln (𝑠𝑖𝑛𝑥)1𝑥 (∞∞) = lim𝑥→0+
𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥−1 𝑥2⁄ = lim𝑥→0+ −𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 = lim𝑥→0+ −𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 . 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0 

𝑙𝑖𝑚 𝑙𝑛𝑦 = 0  → 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝑒0 = 1 → lim𝑥→0+(𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑥 = 1 

(00) 



 

 إعداد : د. حيدر عامر السعافين   -أوراق عمل لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم     |    158من  20

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛 (1𝑥)𝑥  = 𝑥𝑙𝑛 (1𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥−1 = −𝑥𝑙𝑛𝑥 = −𝑙𝑛𝑥1𝑥  

lim𝑥→0+ 𝑙𝑛𝑦 = lim𝑥→0+ −lnx1𝑥 (−∞∞ ) = lim𝑥→0+
−1𝑥−1 𝑥2⁄ = lim𝑥→0+ 𝑥 = 0 

𝑙𝑖𝑚 𝑙𝑛𝑦 = 0  → 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝑒0 = 1 → lim𝑥→0+ (1𝑥)𝑥 = 1 

(∞)0 

𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥 + 1)2𝑥  = 2𝑥 𝑙𝑛(𝑥 + 1) = 2ln (𝑥 + 1)𝑥  

lim𝑥→∞ 𝑙𝑛𝑦 = lim𝑥→∞ 2ln (x + 1)𝑥 (∞∞) = lim𝑥→∞
2𝑥 + 11 = 0 

𝑙𝑖𝑚 𝑙𝑛𝑦 = 0  → 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝑒0 = 1 → lim𝑥→∞(𝑥 + 1)2𝑥 = 1 

 

(∞)0 
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lim𝑥→∞ 𝑥(√𝑥2 + 1 − 𝑥)(√𝑥2 + 1 + 𝑥)(√𝑥2 + 1 + 𝑥)  

lim𝑥→∞ 𝑥(𝑥2 + 1 − 𝑥2)(√𝑥3 + 1 + 𝑥) = lim𝑥→∞ 𝑥(√𝑥2 + 1 + 𝑥) 

lim𝑥→∞ 𝑥(𝑥√1 + 1𝑥2 + 𝑥) = lim𝑥→∞ 𝑥𝑥 (√1 + 1𝑥2 + 1) = lim𝑥→∞ 1(√1 + 1𝑥2 + 1) = 1√1 + 0 + 1 = 12 

lim𝑥→0+ (𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1𝑥) = lim𝑥→0+ (𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 ) (00) 

lim𝑥→0+ ((1)𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑥(−𝑠𝑖𝑛𝑥) − 𝑐𝑜𝑠𝑥(1)𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 ) 

lim𝑥→0+ ( −𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥) (00) lim𝑥→0+ ( −(𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥)=
01 = 0 

(∞ − ∞) 
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 Type equation here. 
 

∞ − ∞ 

lim𝑥→0+ 𝑥 − 𝑙𝑛(𝑥 + 1)𝑥 𝑙𝑛(𝑥 + 1) (00) 

lim𝑥→0+ 1 − 1𝑥 − 1(1) ln(𝑥 + 1) + 𝑥. 1𝑥 + 1 (00) = lim𝑥→0+
1(1 + 𝑥)21𝑥 + 1 + (1)(𝑥 + 1) − 𝑥(1)(𝑥 + 1)2 = 11 + 1 = 12 

 

∞ − ∞ 

𝑥 = 𝑙𝑛𝑒𝑥    نضع = lim𝑥→∞(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑒𝑥) 

= lim𝑥→∞ (𝑙𝑛 𝑥𝑒𝑥) = ln lim𝑥→∞ ( 𝑥𝑒𝑥) = lim𝑥→∞ ( 1𝑒𝑥) = ln(0+) = −∞ 

 

0−∞ 
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= ∞ + ∞ 

 لا تحتاج لوبيتال  )صيغة معرفة(

∞𝜋 2⁄  ل  تحتاج  لوبيتال (صيغة  معرفة)   

لوبيتال )صيغة غير معرفة(تحتاج   

lim
+0→ء

1 𝑥2⁄𝑙𝑛𝑥 = ∞−∞ 

(∞.  صيغة  غير  معرفة  (0

 تحتاج إلى تحويل إلى شكل  القمة ثم لوبيتال 

 ∞∞  صيغة  غير  معرفة  

 لوبيتال مباشر 

 صيغة  غير  معرفة  ∞1

 تحتاج إلى تحويل إلى ثم لوبيتال 

∞∞  صيغة  غير  معرفة  

 لوبيتال مباشر 

∞∞ =  صيغة   معرفة ∞

حتاج إلى لوبيتال ل ت  
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المشتقة غير موجودة  
 )المماس رأسي( 

المشتقة غير  
 موجودة )ناب( 

المماس = صفر  
 مماس أفقي 

المشتقة غير موجودة  
 )عدم اتصال( 

 غير موجودة  

 )رأس مدبب( 
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هي   x نقاط التقاطع مع محور 

-1 , 1 , 2  

 

0 , 2 

 

-2 , 0 

ليس عدد حرج لأنه خارج المجال  -4  
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𝑓/(𝑥) = 3𝑥2 − 3 𝑓/(𝑥) = →  نضع   0  3𝑥2 − 3 = 0 𝑥 = ±1 ∈   الأعداد  الحرجة     [2,3−]
𝑓/(𝑥) = 4𝑥3 − 12𝑥2 − 16𝑥 𝑓/(𝑥) = = →  نضع  0 0  → 4𝑥3 − 12𝑥2 − 16𝑥 4𝑥(𝑥2 − 3𝑥 − 4) = 0 → 4𝑥(𝑥 − 4)(𝑥 + 1) = 0 𝑥 = 0, 𝑥 = −1 ∈   الأعداد  الحرجة      [1,3−]

𝑥 = 𝑥   ليس  عدد  حرج   ل  ينتمي   للمجال4 = 4  
[−1,3] 

D = R  : المجال 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 4)1 3⁄  𝑓/(𝑥) = 13 (𝑥2 − 4)−2 3⁄ (2𝑥) 

𝑓/(𝑥) = 2𝑥3(𝑥2 − 4)2 3⁄  

𝑓/(𝑥) = = →  نضع   0 0  → 4𝑥3 − 12𝑥2− 16𝑥

𝑓/(𝑥) = 0 

2𝑥 البسط = صفر  = 0 𝑥 = 0 

𝑓/(𝑥)   م .  غ 

𝑥2 المقام = صفر − 4 = 0 → 𝑥 = ±2 2 , −2 , 0 ∶  الأعداد الحرجة  هي

𝐷: 𝑅 المجال     𝑓/(𝑥)=−2𝑥 𝑒−𝑥2 = −2x𝑒𝑥2  𝑓/(𝑥) = 0 𝑥 = 0 

𝐷: [0, =𝑓/(𝑥)    المجال ]∞
12√x 

𝑥 =  /𝑓  غير  موجودة    0

0النقطة الحرجة هي :  𝑓/(𝑥)  ل  يوجد  حل     = 0 

𝑓/(𝑥) غير  موجودة  𝑒𝑥2 =   ل  يوجد  حل   0
0الأعداد الحرجة هي :    
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𝑓/(𝑥) = 13 𝑥−2 3⁄ (𝑥 + 8) + 𝑥1 3⁄ (1) 

𝑓/(𝑥) = (𝑥 + 8)3𝑥2 3⁄ + 𝑥1 3⁄  

𝑓/(𝑥) = (𝑥 + 8) + 3𝑥3𝑥2 3⁄ = 4𝑥 + 83𝑥2 3⁄  

𝑓/(𝑥) غير  موجودة →   𝑥 = 0  𝑓/(𝑥) = 0 →   𝑥 = 0  
 الأعداد الحرجة هي :   2- ,0

𝐷: 4 − 𝑥2 ≥ 0 →  𝑥2 ≤ 4  𝑥2 ≤ 4 →  |𝑥| ≤ 2 

-2−2 ≤ 𝑥 ≤ 2  [−2,2] 

𝐷: 𝑅/{−2} 𝑓/(𝑥) = 2𝑥(𝑥 + 2) − (𝑥2 + 12)(1)(𝑥 + 2)2  

𝑓/(𝑥) = 2𝑥2 + 4𝑥 − 𝑥2 − 12(𝑥 + 2)2 = 𝑥2 + 4𝑥 − 12(𝑥 + 2)2  

𝑓/(𝑥) غير  موجودة →   𝑥 = −2  𝑓/(𝑥) = 0 →   𝑥 = −6 ,2  
 الأعداد الحرجة هي :   2 , 6

ليس من المجال فهو ليس عدد حرج  -2  

𝑓/(𝑥) = −2𝑥2√4 − 𝑥2 = −𝑥√4 − 𝑥2 𝑓/(𝑥) غير  موجودة →   𝑥 = ±2  𝑓/(𝑥) = 0 →   𝑥 =  
 الأعداد الحرجة هي :   2- ,0, 2

: 4 − 𝑥2 ≥ 0 →  𝑥2 ≤ 4  𝑥2 ≤ 4 →  |𝑥| ≤ 2 

-2−2 ≤ 𝑥 ≤ 2  [−2,2] 

𝑓/(𝑥) = (1)√4 − 𝑥2 + 𝑥. −2𝑥2√4 − 𝑥2 

𝑓/(𝑥) = 4 − 𝑥2 − 𝑥2√4 − 𝑥2 = 4 − 2𝑥2√4 − 𝑥2 

𝑓/(𝑥) غير  موجودة →   𝑥 = ±2  𝑓/(𝑥) = 0 →   𝑥 = ±√2  ±√2 , ±2 ∶  الأعداد  الحرجة هي 
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𝑓/(𝑥) = 1 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 →  𝑠𝑖𝑛𝑥 = −12   
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1 (−12 ) ∈ 𝑄3 𝑜𝑟𝑄4 𝑥 = 7𝜋 6⁄   , 11𝜋 6⁄ ∶  الأعداد  الحرجة  هي

𝑓/(𝑥) = 1 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 →  𝑐𝑜𝑠𝑥 = 12  
2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠−1 (12) ∈ 𝑄1 𝑜𝑟𝑄4 2𝑥 = 𝜋 3⁄  الأعداد   

𝑓/(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 →  𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0  𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 → 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥   → 𝑡𝑎𝑛𝑥 = 1 ∈ 𝑄1 𝑜𝑟𝑄3 𝑥 = 𝜋 4⁄   , 5𝜋 4⁄ ∶  الأعداد  الحرجة  هي
𝑓/(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 →  𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥     𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥   → 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥   → 𝑡𝑎𝑛2𝑥 = 1 𝑡𝑎𝑛𝑥 = ±1 → ∈ 𝑄1 𝑜𝑟𝑄2 𝑜𝑟𝑄3 𝑜𝑟𝑄4 𝑥 = 𝜋 4⁄   , 3𝜋 4⁄ , 5𝜋 4⁄ , 7𝜋 4⁄ ∶   الأعداد  الحرجة  هي
 

2𝑥 = 5𝜋 3⁄   → 𝑥 = 5𝜋6   𝜋 6⁄   , = 5𝜋6  الأعداد  الحرجة  هي 
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𝑓/(𝑥) = 2𝑥 𝑒𝑥 + (𝑥2 − 3) 𝑒𝑥 =  𝑒𝑥(2𝑥 + 𝑥2 − 3)  𝑓/(𝑥) = 0 →  𝑒2(𝑥2 + 2𝑥 − 3) = 0  𝑒2 = 𝑜𝑟   (𝑥2 مرفوض0 + 2𝑥 − 3) = 0 (x + 3)(𝑥 − 1) = 0  𝑥 = −3 , 𝑥 = 1 ∶   الأعداد  الحرجة  هي

𝑓/(𝑥) = { −4𝑥   , 𝑥 ≤ 13𝑥2 − 12 , 𝑥 > 1           𝑓/(𝑥) = 0 →  −4𝑥 = 0 → 𝑥 = 0  𝑓/(𝑥) م . , غ { 𝑥 = 3𝑥2(عدم  اتصال )  1 − 12 = 0  , 3𝑥2 = 12   
 𝑥2 = 4 → 𝑥 = 2 ∈ ,  المجال  𝑥 = , 0 ل ينتمي إلى  المجال  الفرعي   2− 1 , 2 ∶   الأعداد  الحرجة  هي

𝑓/(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏  يكون 𝑥 = −1 , 𝑥 = 𝑓/(2)    لن للدالة  أعداد حرجة  عند   2 = 𝑓/(−1) = 0 →  3𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 𝑓/(2) = 3(2)2 + 2𝑎(2) + 𝑏 = 0 → 12 + 4𝑎 + 𝑏 = 0  4𝑎 + 𝑏 = −12 … … . (1) 

𝑓/(−1) = 3(−1)2 + 2𝑎(−1) + 𝑏 = 0 →  3 − 2𝑎 + 𝑏 = 0 2𝑎 − 𝑏 = 3 … … . (2)     4𝑎 + 𝑏 = −12 … … . (1) 6𝑎 = 𝑎   بالطرح    يكون 9− = −3 2⁄       , 𝑏 =  −6 
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 القيم القصوى ) المطلقة ( والقيم القصوى )المحلية (
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 إيجاد القيم القصوى المطلقة والمحلية )بيانياً( 

𝑥 = 𝑥    القيمة العظمى المطلقة   5 عند 0 = 𝑥    القيمة الصغرى  المطلقة    0عند 2 = 𝑥    القيمة العظمى المطلقة   2 عند 1 = عند 0 −     القيمة الصغرى  المطلقة   1

𝑥 ل يوجد قيم قصوى مطلقة  = 𝑥    القيمة العظمى المطلقة   2 عند 0 = 2 ,     القيمة الصغرى  المطلقة    0عند 2−
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القصوى )المطلقة( تحليلياً خطوات إيجاد القيم   

𝑓/(𝑥) = 3𝑥2 − 3 𝑓/(𝑥) = 0 3𝑥2 − 3 → 3𝑥2 = 3 𝑥 = 1   , 𝑥 =  مرفوض  1−

𝑓(1) = −1 𝑓(0) = 1 𝑓(3) = 19 

19القيمة العظمى المطلقة   

- 1القيمة الصغرى المطلقة    

[0,3] 

𝑓/(𝑥) = 1 − 1𝑥2 = 𝑥2 − 1𝑥2  𝑓/(𝑥) = 0 𝑥2 − 1 = 0  𝑥 = 1   , 𝑥 =  مرفوض  1−

𝑓 (12) = 2.5 𝑓(2) = 2.5 𝑓(1) = 2 

𝑓/(𝑥)  م . 𝑥2 غ  = 0 𝑥 = 𝑥 ل  ينتمي  إلى المجال 0 =  النقاط  الحرجة هي    1
2.5القيمة العظمى المطلقة   

2القيمة الصغرى المطلقة    

 

𝑓/(𝑥) = (1)(𝑥2 + 1) − 2𝑥2(𝑥2 + 1)2  

𝑓/(𝑥) = 𝑥2 + 1 − 2𝑥2(𝑥2 + 1)2 = 1 − 𝑥2(𝑥2 + 1)2 𝑓/(𝑥) = 0 𝑥2 − 1 = 0  𝑥 =, 𝑓/(𝑥) م. غ ± 1      , 𝑓/(𝑥) م. ,   غ 𝑥2 + 1 =  ليس لها حل 0

𝑓(−3) الأعداد  الحرجة  هي ±1 = −0.3 𝑓(−1) = −0.5 𝑓(1) = 0.5 𝑓(2) = 0.4 

 

   القيمة الصغرى المطلقة  0.5-

   القيمة العظمى المطلقة 0.5
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𝑓/(𝑥) = 2𝑥1 + (𝑥2)2 

𝑓/(𝑥) = 2𝑥1 + 𝑥4 𝑓/(𝑥) = 0 → 2𝑥 = 0 → 𝑥 = 0 𝑓/(𝑥) م. غ → 1 + 𝑥4 =  ل يوجد حل  0

عداد حرجة الأ  

X=0 

𝑓(0) = 𝑡𝑎𝑛−10 = 𝑓(1) صغرى  مطلقة   0 = 𝑡𝑎𝑛−11 = 𝜋4  عظمى مطلقة   

𝑓/(𝑥) = 2𝑥 + 𝑒𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 2𝑥 + 𝑒𝑥 = 0 

 ل يوجد حل

 ل يوجد أعداد حرجة 

𝑓(0) = 𝑓(1) صغرى  مطلقة  1 = 1 + 𝑒   عظمى مطلقة 

𝑓/(𝑥) = (4 − 𝑥2)−3 2⁄  𝑓/(𝑥) = −12 (4 − 𝑥2)−1 2⁄ (−2𝑥) 

𝑓/(𝑥) = 𝑥(4 − 𝑥2)3 2⁄  

𝑓(0) = 12  صغرى  مطلقة   

𝑓(0) = 1√3  عظمى مطلقة   

𝑓(−1) = −1√3  
𝑓/(𝑥) = 0 → 𝑥 = 0   𝑓/(𝑥) م. غ → 4 − 𝑥2 = 0  → 𝑥 = ±2 𝑥 =  الأعداد الحرجة  هي 0

𝑓/(𝑥) = √3 − 𝑥 + 𝑥. −12√3 − 𝑥 

𝑓/(𝑥) = 2(3 − 𝑥) − 𝑥2√3 − 𝑥 = 6 − 2𝑥 − 𝑥2√3 − 𝑥  

𝑓/(𝑥) = 6 − 3𝑥2√3 − 𝑥 

𝑓/(𝑥) = 0 → 6 − 3𝑥 = 0   𝑥 = 2 𝑓/(𝑥) م. غ → 3 − 𝑥 = 0 → 𝑥 = 3 𝑥 =  الأعداد الحرجة  هي 2,3
 

𝑓(−1) = 𝑓(2) صغرى  مطلقة   2− = 𝑓(3) عظمى مطلقة   2 = 0  
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𝑓/(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥2𝑒−𝑥   𝑓/(𝑥) = (2𝑥 − 𝑥2)𝑒𝑥   𝑓/(𝑥) = 0 → 2𝑥 − 𝑥2 = 0 → 𝑥 = 0, 𝑥 = 2 𝑓/(𝑥) م. → غ 𝑒𝑥 = .م 𝑓/(𝑥) الأعداد  الحرجة  هي 2, 0 ليس لها حل 0 غ → 3 + 2𝑥 − 𝑥2 = 0𝑥 = الأعداد الحرجة  هي 1,1,3−

3 + 2𝑥 − 𝑥2 ≥ 0
 𝐷: [−1,3] 

𝑓(1) = 𝑓(−1) عظمى مطلقة   2 = 𝑓(3) صغرى  مطلقة   0 =   صغرى  مطلقة  0
𝑓/(𝑥) = 2 − 2𝑥2√3 + 2𝑥 − 𝑥2   𝑓/(𝑥) = 0 → 2 − 2𝑥 = 0 → 𝑥 = 1 𝑓/(𝑥) م. غ → 3 + 2𝑥 − 𝑥2 = 0 𝑥 =  الأعداد الحرجة  هي 1,1,3−

𝑓(0) = 𝑓(2) صغرى  مطلقة   0 = 4𝑒2   
𝑓(4) = 16𝑒4   عظمى مطلقة  

𝑓/(𝑥) = 1√1 − 𝑥2  𝑓/(𝑥) = .م 𝑓/(𝑥)    ل يوجد حل 0 → غ 1 − 𝑥2 = 0  𝑥 =  الأعداد  الحرجة  هي ±1 ±1
𝑓(1) = 𝑠𝑖𝑛−1(1) =  𝜋2  عظمى مطلقة  

𝑓(−1) = 𝑠𝑖𝑛−1(−1) = −𝜋2  صغرى  مطلقة  

𝑓/(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 → 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥  ∶  cos 𝑥  بالقسمة على 
𝑡𝑎𝑛𝑥 = 1  → 𝑥 = 𝜋4 , 5𝜋4  

𝑓(0) = sin 0 + cos 0 = 1 𝑓 (𝜋4) = sin (𝜋4) + 𝑐𝑜𝑠 (𝜋4) =  عظمى مطلقة  2√

𝑓 (5𝜋4 ) = sin (5𝜋4 ) + 𝑐𝑜𝑠 (5𝜋4 ) = 𝑓(2𝜋) صغرى  مطلقة  2√− = sin 0 + cos 0 = 1 
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D:[ 0 , 5 ] 

 

 𝑓/(𝑥) م. 𝑎) 𝑥 غ = 𝑏) 𝑥 أصفار  المقام 0 = 𝑓/(𝑥) نقطة  تفرع  1 = 0 3𝑥2 − 12 = 0 𝑥 = 2 , 𝑥 =  خارج  المجال  الفرعي 2−

 الأعداد الحرجة هي 

0 ,1 ,2 𝑓(0) = 0 𝑓(1) = 1  𝑓(2) = 𝑓(5) صغرى  مطلقة   4− =  عظمى مطلقة   77

 

D:[ -1 , 3 ] 

 

 𝑓/(𝑥) = 0  2𝑥 − 2 = 0 → 𝑥 = 2𝑥− ضمن المجال  1 = 0 → 𝑥 =  خارج  المجال  0

𝑓/(2) م. 𝑥  غ = المشتقة اليمنى ل تساوي المشتقة اليسرى عند لأن    2  

, 1 الأعداد الحرجة هي :   2 𝑓(−1) = 𝑓(1)  عظمى مطلقة  3 = −1  𝑓(2) = 0  𝑓(3) =  صغرى  مطلقة   5−
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وفترات التناقص للدالة )جبرياً(فترات التزايد    مباشر  

-1 , 1 (−∞, −1), (1, ∞) 

( -1,1) 

 ل يوجد 

 ل يوجد 

1 

--1 

+2 

-2 

0 ,1 (0, ∞) (−∞, 0), (1, −∞) 

 ل يوجد 

 ل يوجد 

يوجد ل    

0 

 ل يوجد 

 ل يوجد 

-2 , 2 (−∞, −2), (2, ∞) (−2,0), (0,2) 
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 فترات التزايد و فترات التناقص للدالة )تحليلياً(  

 

D: R  : المجال 



 

 إعداد : د. حيدر عامر السعافين   -أوراق عمل لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم     |    158من  41

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 القيم القصوى المحلية   اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوى المحلية
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𝒇/  فترات التزايد و التناقص بيانيا   من  الدالة 
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 فترات التقعر ) بيانيا (ً 

 

,∞−) فترات التقعر لأسفل   ∞)   
 ل يوجد نقاط انقلاب 

 (−∞, ,1)  فترات  التقعر  لأعلى   (1   نقاط  النقلاب  (1,1)  فترات  التقعر  لأسفل   (∞

(−∞, −1), (1, ,(1,4)  فترات  التقعر  لأسفل   (1,1−)  فترات  التقعر  لأعلى   (∞   نقاط  النقلاب  (1,4−)
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0,3 

 (−∞, 3) 

 

 (3, ∞) 

 

(0,2) 

 

 (−∞, 0), (2, ∞) 

 

 

 (2, −6), (0,10) 

 

 

 

 (0,2) 
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 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 1 ( لتكن : 1)  

 أوجد )أ(فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل )ب( نقاط النعطاف  

 

 

 

 

 

 [0,2𝜋]  على  𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 (لتكن :  2)  

 أوجد )أ(فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل )ب( نقاط النعطاف  

 

 

 

 

 

 

 

 فترات التقعر للدالة )تحليلياً(

 )1(إيجاد جميع النقاط التي تجعل المشتقة الثانية تساوي صفراً  أو غير موجودة   ونعينها على خط الأعداد  
 𝒇//  𝟐)  دراسة إشارة دالة المشتقة  الثانية 

 𝒇//  من  خلال إشارة الدالة 𝒇  𝟑)  تحديد  سلوك الدالة 

 

 𝟒)   إذا  كانت  إشارة الدللة  //𝒇 موجبة  (+ +) على  فترة فإن   الدالة 𝒇  تكون  مقعرة للاعلى  على  هذه الفترة 

 

 𝟓)   إذا  كانت  إشارة الدللة  //𝒇 سالبة (− −) على  فترة فإن   الدالة 𝒇  تكون  مقعرة للاسفل على  هذه الفترة 
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𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)15 + 4 ( لتكن : 1)  

 أوجد )أ(فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل )ب( نقاط النعطاف  

 

 

 

 

 

 [0,2𝜋]  على  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑠𝑖𝑛𝑥 (لتكن :  2)  

 أوجد )أ(فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل )ب( نقاط النعطاف  
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: أكمل الخريطة التالية    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑓(𝑥) استفد  من  المخطط السابق  في رسم  بيان  الدالة 
 

 

 

 

 

 السؤال الشامل  

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 

𝑓/(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 𝑓//(𝑥)=6x-12 

 اصفار المشتقة الثانية  

X=2 

 

التي تكون للدالة  X   مجموعة قيم 

 قيمة حرجة 

x =0  

X=4 

,∞−) الفترات  0) (0,4) (4, ∞) 𝑓/(𝑥) اشارة  

+  +  +   

  

 

- -   

 

+  +  + 𝑓(𝑥)سلوك  

 تزايد 
 

 
 تناقص

 
 تزايد

,∞−) الفترات 2) (2, ∞) 
 𝑓//(𝑥)إشارة - - 

 

     + + + +  𝑓(𝑥)سلوك  
 للأسفل 

 
 للأعلى

 

0تساوي     X    يوجد قيمة عظمى محلية عند 

4تساوي     X    يوجد قيمة صغرى محلية عد 

2تساوي   X    يوجد نقطة انقلاب للدالة عند 
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𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 4𝑥3 − 1 ( لتكن : 1)  

زايد والتناقص للدالة )ب(القيم القصوى المحلية وبين نوعها  الت أوجد )أ(فترات   

 )ج(فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل )د( نقاط النعطاف )هـ(ارسم الدالة
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𝑓//(𝑥) = (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥22 𝑓/(𝑥) و   = −2𝑥𝑒−𝑥22 𝑓(𝑥) حيث   = 𝑒−𝑥22 ( لتكن : 1)  

التزايد والتناقص للدالة )ب(القيم القصوى المحلية وبين نوعها   أوجد )أ(فترات   

 )ج(فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل )د( نقاط النعطاف  
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      𝑓(𝑥)  من  بيان  الدالة 𝑓(𝑥)  سلوك الدالة (−∞, 1)   , (3, ∞)   𝑓  (1,3)    فترات  التزايد    للدالة   𝑓  2)       فترات  التناقص  للدالة, ∞)   𝑓  فترات   التقعر   لعلى  للدالة       (−∞, 2)   𝑓  (2,2)  فترات   التقعر   لسفل  للدالة = (2, 𝑓(2)) نقطة  النقلاب 𝑓/(1) = 0 , 𝑓/(3) = 0 𝑓/(𝑥)  من  بيان  الدالة 𝑓(𝑥)  سلوك الدالة 

 (1) إذا   كان 𝑓/(𝑥)  فوق  محور  السينات  فإن  إشارة  𝑓/(𝑥)  موجبة 

 (2) إذا   كان 𝑓/(𝑥)  تحت  محور  السينات  فإن  إشارة  𝑓/(𝑥)   سالبة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الربط بين منحنى الدالة ومنحنى المشتقة الأولى ومنحنى المشتقة الثانية

 

 

 

 

 

 

,∞−) فترات  0) (0,1.5) (1.5, ∞) 𝑓// اشارة ++ - - + + 𝑓  سلوك ∪ ∩ ∪ 
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-1, 1 , 2  

 (−∞, −1), ,(1,1−) فترات  التناقص  (1,2) (2,  فترات  التزايد  (∞

   (−1, 𝑓(−1)), (2, 𝑓(2))    1)      قيم  صغرى  محلية, 𝑓(1))    قيمة  عظمى  محلية   

 (−∞, 0), (1.5,  التقعر  لأسفل  (0,1.5) التقعر  لأعلى  (∞
𝑥 = 0 , 𝑥 =  عند  1.5
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 (1)اعتمد  على  الشكل المجاور  الذي يمثل  بيان  الدالة  𝑓//(𝑥) للدالة  المتصلة   𝑓/(𝑥)   في إيجاد 
 أ(فترات التقعر للاعلى والاسفل 

 

 

 

 

 

 

 (ب )قيم 𝑥 التي  عندها  نقاط  النقلاب 

 

 

 

 

 (2)اعتمد  على  الشكل المجاور  الذي يمثل  بيان  الدالة  𝑓//(𝑥) للدالة  المتصلة   𝑓/(𝑥)   في إيجاد 
 )أ(فترات التقعر للاعلى والاسفل 

 

 للأسفل   (2,0-)

 للأعلى  (0,4)

 

 

 

 (ب )قيم 𝑥 التي  عندها  نقاط  النقلاب 

 X =0    عند  

 

 

 

 

,∞−) الفترات 1) (1,5) (5, ∞) 𝑓// إشارة + + - + + 𝑓  سلوك ∪ ∩ ∪ (−∞, 1), (5,  التقعر  لأسفل  (1,5) التقعر  لأعلى  (∞

 X = 1 ,x =5   عند 

 ∩ ∪ ∩ سلوك  𝑓  - + + - - إشارة //𝑓 (2,4) (0,2) (2,0−) الفترات
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 𝑓/(𝑥)  و  𝑓(𝑥)(أ)حدد على  الشكل المجاور  بيان  كل من  الدوال 

 𝑨 → 𝒇 𝑩 → 𝒇/ 

 

 

 

  𝒇//(𝒙)  و 𝒇/(𝒙)  و  𝒇(𝒙)(ب )حدد على  الشكل المجاور  بيان  كل من  الدوال 

 

 

 

 

 

 

  𝑓//(𝑥)  و 𝑓/(𝑥)  و  𝑓(𝑥)(ج)حدد على  الشكل المجاور  بيان  كل من  الدوال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑩 → 𝒇 𝑪 → 𝒇/ 𝑨 → 𝒇//  

 

𝑨 → 𝒇 𝑩 → 𝒇/ 𝑪 → 𝒇//  
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:ل  يجوز  استخدام  اختبار  المشتقة  الثانية  إذا  كانت 𝒇/(𝒙)غير  موجودة    :ا يفشل  اختبار  المشتقة  الثانية  إذا  كانت 𝒇/(𝒙)  ويجب  الرجوع  لختبار  المشتقة  الولى   ملاحظة  𝒇(𝒙) ملاحظة  = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟑𝒙  (𝟏) استخدم  اختبار  المشتقة  الثانية  ليجاد  القيم  القصوى  المحلية  الدالة 
 

 

 

 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 −  (𝟐) استخدم  اختبار  المشتقة  الثانية  ليجاد  القيم  القصوى  المحلية  الدالة  𝟓
 

 

 

 

 

𝑓/(𝑥) = 3𝑥2 − 12 𝑓/(𝑥) = 0 3𝑥2 − 12 = 0 𝑥2 = 4 𝑥 = ±2 𝑓//(𝑥) = 6𝑥 

𝑓//(−2) = 6(−2) = −12 < 0 

X = - 2 للدالة قيمة عظمى محلية عند 

11هي   𝑓//(2) = 6(2) = 12 > 0 

X = 2 للدالة قيمة صغرى محلية عند 

-   21هي    

𝑓/(𝑥) = 3𝑥2 − 10𝑥 + 3 𝑓/(𝑥) = 0 3𝑥2 − 10𝑥 + 3 = 0 (3𝑥 − 1)(𝑥 − 3) = 0 𝑥 = 3 , ء = 13 

𝑓//(𝑥) = 6𝑥 − 10 𝑓//(3) = 6(3) − 10 = 8 > 0 

- 9هي   X = 3  للدالة قيمة صغرى محلية عند 𝑓// (13) = 6 (13) − 10 = −8 < 𝑥   هي1329 0 = 13    للدالة  قيمة  عظمى محلية  عند  



 

 إعداد : د. حيدر عامر السعافين   -أوراق عمل لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم     |    158من  62

 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑 −  (𝟏) استخدم  اختبار  المشتقة  الثانية  ليجاد  القيم  القصوى  المحلية  الدالة  𝟏
 

 

 

 

 

 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆−𝒙:  (𝟐) استخدم  اختبار  المشتقة  الثانية  ليجاد  القيم  القصوى  المحلية  الدالة 
 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) إن أمكن    = 𝒙𝟐 − 𝟏𝒙  (𝟑) استخدم  اختبار  المشتقة  الثانية  ليجاد  القيم  القصوى  المحلية  الدالة  
 

 

 

 

 

 

𝑓/(𝑥) = 4𝑥3 + 12𝑥2 𝑓/(𝑥) = 0 4𝑥3 + 12𝑥2 = 0 → 4𝑥2(𝑥 + 3) = 0 𝑥 = 0, 𝑥 = −3 𝑓//(𝑥) = 12𝑥2 + 24𝑥=12x(x+2) 

𝑓//(0) = 𝑓//(−3)  يفشل  الختبار  0 = 12(−3)(−1) = 36 > 0 

X = -3  للدالة قيمة صغرى محلية عند 

-  82هي    

𝐷: 𝑅/{0} 𝑓/(𝑥) = 𝑥(2𝑥) − 1(𝒙𝟐 − 𝟏)𝑥2  

𝑓/(𝑥) = 𝑥2 + 1𝑥2  𝑓/(𝑥) = . م  𝑓/(𝑥) ل  يوجد  حل   0 →   غ  𝑥 = 0 

𝑒𝑥 = ل  يوجد  حل  0

𝐷: 𝑅 𝑓/(𝑥) = 1 − 𝑥𝑒𝑥  𝑓/(𝑥) = 0 1 − 𝑥 = 0 → 𝑥 = 0 𝑓/(𝑥) = . م  𝑒𝑥 غ  = 𝑥 ل  يوجد  حل  0 =  الأعداد  الحرجة 1

𝑓//(1) = 𝑒−1(1 − 1) = 1𝑒 < 0 

𝑥 = 1𝑒   عند    1  للدالة  قيمة  عظمى  محلية  هي  

 

 ل يوجد أعداد حرجة  

 ل يوجد قيم قصوى محلية  
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: ,𝒈//(𝒙)  لإكمال  الفراغات  التالية  𝒇//(𝒙) اعتمد  على  الشكل المجاور  الذي يمثل  بيان  الدالتين  
هي .................   𝒇(𝒙)   أ(النقاط الحرجة للدالة( 

 

 )ب(فترات التزايد للدالة   𝒇(𝒙)هي ................. 

 

..............  محلية عند قيم عظمى    𝒇(𝒙)   ج( للدالة( 

 

 )د( فترات التقعر لاعلى للدالة   𝒇(𝒙)هي ................. 

 

 .....  ............𝒈(𝒙)   هـ( فترات التقعر للاسفل للدالة( 

 

.................   تساوي  𝒇(𝒙)  و( عدد نقاط الانقلاب  للدالة( 

 

  … … … ,𝒇(𝒙)  نقطة  انقلاب  هي   . 𝒈(𝒙)   التي  عندها  للدالتين  𝒙 (ز) قيمة  

 

   … … … .   (ح) ايهما  اكبر  𝒇(𝟑) أم 𝒇(𝟐)  مع  ذكر السبب 

 

 

− فبين  نوع  القيم  القصوى  المحلية     𝟑,  (ط)  إذا  كان  للدالة   𝒈(𝒙)   نقاط   حرجة  عند  𝟏−

  عند هذه القيم الحرجة

 

 

 

 

 

-2 ,1 

(−∞, 1) 

X=1 

(−2,0) (−∞, 1) (−∞, −2) 

 

 

 

2 

X=  - 2 

 𝑓(2)  لأن  الدالة  𝑓 متناقصة  

𝑔//(−1) > 0 𝑔//(−3) < 0 

𝑥 = 𝑥 للدالة  قيمة  صغرى  محلية  عند  1− =  للدالة  قيمة  عظمى  محلية  عند  3−
 من اختبار المشتقة الثانية 
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  𝒈//(𝒙)) (𝟏)اعتمد  على  الشكل المجاور  الذي يمثل  بيان  الدالة 𝒈/(−𝟐) = 𝒈/(𝟐) = 𝟎  
الفراغات التالية:  للإكما  

كثيرة حدود  g(x) علما بأن     

هي ...................   g(x)  أ( فترة التقعر لأعلى للدالة( 

g(x)هي ................... ( نقاط الانقلاب للدالة  ب)   

g(x)هي ................... ( النقاط الحرجة للدالة  ج)   

قيم عظمى محلية عند  ...................  g(x) ( للدالة  د)  

قيم صغرى محلية عند  ...................   g(x) ( للدالة  )هـ  

g(x)هي ................... ( فترات التزايد للدالة  و)   

g(x)هي ................... ( فترات التناقص للدالة  ز)   

 

 

لاكمال الجدول التالي    𝒇(𝒙)) (𝟐)اعتمد  على  الشكل المجاور  الذي يمثل  بيان  الدالة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حيث

 

  

f(x) 

X=0 

(0 , ∞) 

2 ,-2 

X = -2 

X = 2 

 

(−∞, −2), (2, ∞) (−2,2) 

𝑓// < 0 , 𝑓/ < 0      𝑓// > 0 , 𝑓/ > //𝑓 أو  0 > 0 , 𝑓/ < 0      𝑓// < 0 , 𝑓/ >  أو    0

f 

b 

d 

b , d ,f 

g , c 

a , e 
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𝑓//(1) = 𝑓/(𝑥) الشروط   :0 = 3𝑎𝑥2 − 24𝑥 𝑓//(1) = 6𝑎𝑥 − 24    

3 2 

𝑓//(1) = 0   6𝑎(1) − 24 = 0    6𝑎 = 24    𝑎 = 4    
 𝑓(1) = 6  , 𝑓//(1) = 𝑓/(𝑥) الشروط   :0 = 4𝑎𝑥3 + 2𝑏𝑥 𝑓//(1) = 12𝑎𝑥2 + 2𝑏    

𝑓(1) = 6   𝑎 + 𝑏 + 1 = 6   𝑎 + 𝑏 = 5 … (1)   𝑓//(1) = 0 → 6𝑎 + 𝑏 = 0   𝑎 = −1, 𝑏 = 6    6𝑎 = 24   𝑎 = 4    𝑓/(4) = 0  , 𝑓//(1) = 𝑓/(𝑥) الشروط   :0 = 3𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏 𝑓//(1) = 6𝑥 + 2𝑎    
𝑓//(1) = 0 → 6(1) + 2𝑎 = 0 → 𝑎 = −3   𝑓/(4) = 0 → 3(4)2 + 2(−3)(4) + 𝑏 = 0   48 − 24 + 𝑏 = 0    𝑏 = −24    

 𝑓(1) = 2  , , 𝑓(0) = 3, 𝑓/(0) = 𝑓/(𝑥) الشروط   :0 = 2𝑎𝑥 + 𝑏 𝑓/(0) = 0  → 𝑏 = 0  𝑓(1) = 2 → 𝑎(1)2 + 𝑏(1) + 𝑐 = 2 𝑎 + 𝑐 = 2 

𝑓(0) = 3 → 𝑎(0)2 + 𝑐 = 3 𝑐 = 3    𝑎 + 3 = 2    ,   𝑎 = −1    
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 الوحدة الرابعة: تطبيقات الشتقاق                            الدرس السادس: رسم المنحنيات 
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𝒇(𝒙)(𝟏 أوجد خطوط التقارب الرأسية والأفقية والمائلة لكل من الدوال التالية: = 𝟑𝒙 − 𝟏𝒙 + 𝟏  

 

 

 

 

 𝟐)𝒇(𝒙) = 𝟒 − 𝒙𝒙 + 𝟐 

 

 

 

 

 𝟑)𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏𝒙 − 𝟐 

 

 

 𝟒)𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏  

 

 

 

 

lim𝑥→∞ 𝟑𝒙 − 𝟏𝒙 + 𝟏 = 𝟑 

𝑥 = 𝑥 خط تقارب   رأسي 1− =  خط  تقارب   أفقي  3

𝑥 = 𝑥 خط تقارب   رأسي 2− = ∞→lim𝑥 خط  تقارب   أفقي  4 𝟒 − 𝒙𝒙 + 𝟐 = 𝟒 

𝑥 = 𝑦 خط تقارب   رأسي 2 = 𝑥    خط  تقارب   مائل 

𝑥 = 𝑦 خط تقارب   رأسي 1− = 𝑥 −  خط  تقارب   مائل    1
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𝒇(𝒙)(𝟏 أوجد خطوط التقارب الرأسية والأفقية والمائلة لكل من الدوال التالية: = 𝒙𝟑 − 𝟏𝒙𝟐 − 𝟏 = (𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏) = 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏𝒙 + 𝟏  

 

 

 

 

 

 𝟐)𝒇(𝒙) = 𝒙√𝒙𝟐 + 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 𝒙 = 𝟐   , 𝒙 = −𝟏  , 𝒚 = 𝟑 ( اكتب دالة يوجد في تمثيلها البياني خطوط التقارب التالية   3  𝒚 = 𝟑𝒙𝟐(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏) = 𝟑𝒙𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 

 

 

 

 

𝑥 = 𝑥 فجوة       1 = 𝑦 خط تقارب   رأسي   1− = 𝑥    خط  تقارب   مائل 
 

 𝑦 =  خطوط  تقارب  أفقية   ±

خطوط التقارب  
 الأفقية أصفار المقام 
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التي تحقق الشروط التالية :  و   𝑹  المتصلة  على  𝒇(𝒙)  (𝟑)  ارسم منحنى   تقريبي  للدالة 

                      𝒇(𝟐) = 𝟏 𝒇/(𝒙) < 𝟎, 𝒇//(𝒙) > 𝟎, 𝒙 < 𝟐 𝒇/(𝒙) > 𝟎, 𝒇//(𝒙) < 𝟎, 𝒙 > 𝟐 

 

 

 

 

التي تحقق الشروط التالية :  و 𝑹  المتصلة  على  𝒇(𝒙)    (𝟐)ارسم منحنى   تقريبي  للدالة 𝒇(𝟎) = 𝟏 𝒇/(𝒙) > 𝒙  لكل ≠ 𝟎 𝒇//(𝒙) > 𝟎, 𝒙 < 𝟎 𝒇//(𝒙) < 𝟎, 𝒙 > 𝟎 𝐥𝐢𝐦𝒙→∞ 𝒇(𝒙) = 𝟒, 𝐥𝐢𝐦𝒙→−∞ 𝒇(𝒙) = 𝟐 

 

 

التي تحقق الشروط التالية :  و 𝑹  المتصلة  على  𝒇(𝒙)  (𝟑)ارسم  منحنى  تقريبي  للدالة  𝒇(−𝟐) = 𝟖 , 𝒇(𝟎) = 𝟒 , 𝒇(𝟐) = 𝟎 𝒇/(−𝟐) = 𝒇/(𝟐) = 𝟎 𝒇/(𝒙) < 𝟎 , −𝟐 < 𝒙 < 𝟐 𝒇/(𝒙) > 𝟎, 𝒙 < −𝟐 <, 𝒙 > 𝟐 𝒇//(𝒙) < 𝟎, 𝒙 < 𝟎 𝒇//(𝒙) > 𝟎, 𝒙 > 𝟎 
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التي تحقق الشروط التالية :  و 𝑹  المتصلة  على  𝒇(𝒙)  (𝟏) ارسم  تقريبي  للدالة  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

التي تحقق الشروط التالية :  و 𝑹  المتصلة  على  𝒇(𝒙)  (𝟏) ارسم  تقريبي  للدالة  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∞− 𝒇(𝒙) 𝒇/(𝒙) 𝒇//(𝒙) القيمة و الفترات  < 𝒙 < −𝟏  - + 

X=1 -6 0 + 

1 < x <2  + + 

X=2 -4 + 0 

2 < x <4  + - 

X = 4 0 0 0 

4 < x <∞  + + 
 

 x 0 < x <2 2  x < 6 𝑓/(x) - + - 𝑓//(𝑥) 0 + 0 < 0 الفترات

 

 1- غير موجودة  غير موجودة  𝑓/(x) 1 4 0 𝑓//(𝑥) 6 2 0 الفترات
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𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟏𝒙 − 𝟏  (𝟏) ارسم منحنى  الدالة   
المميزات المهمة. مع تحديد جميع   

X = 1   خط تقارب رأسي 

 y = 2  أفقي خط تقارب   

 عند وجود خطوط تقارب رأسية  

 يجب دراسة إشارة الدالة
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐𝒙𝟐 − 𝟏  (𝟐) ارسم منحنى  الدالة   
𝑥  مع تحديد جميع المميزات المهمة. =  خطوط  تقارب  رأسية  ±1

 y = 2  أفقي خط تقارب   

 

 

 

 

 

 

 

 المميزات المهمة 

 خطوط التقارب  

 اشارة الدالة)في وجود خطوط تقارب رأسية( 

 القيم القصوى المحلية والمطلقة

 فترات التزيد والتناقص 

والانقلاب فترات التقعر   

 نقاط التقاطع مع المحاور 

 حسب السؤال 
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𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟒𝒙  (𝟏) ارسم منحنى  الدالة   
المميزات المهمة. مع تحديد جميع   

 𝑥 = 𝑦 خط تقارب  رأسي 0 = 𝑥  خط تقارب   مائل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓/(𝑥) = 1 − 4𝑥2   → 𝑓/(𝑥) = 𝑥2−4𝑥2     𝑓/(𝑥) = 0 → 𝑥2 − 4 → 𝑥 = ±2  𝑓/(𝑥) → . م  غ  → 𝑥 = 0  
 

𝑓//(𝑥) = 8𝑥3 𝑓//(𝑥) = 0 → . م  𝑓//(𝑥) ل  يوجد  حل غ  → 𝑥 = 0 
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𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟏𝒙𝟐 + 𝟏  (𝟏) ارسم منحنى  الدالة   
حيث:  مع تحديد جميع المميزات المهمة.  

 

 ل يوجد خطوط تقارب رأسية

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆−𝒙   (𝟐) ارسم منحنى  الدالة 
 مع تحديد جميع المميزات المهمة. 

𝑓/(𝑥) حيث   = 1 − 𝑥𝑒𝑥  ,   𝑓//(𝑥) = 𝑥 − 2𝑒𝑥  

 

 

 𝑦 =  خط تقارب  أفقي 0

∞→lim𝑥 لأن:  𝑥𝑒−𝑥 =  lim𝑥→∞ 𝑥𝑒𝑥 = 0   lim𝑥→∞ 𝑥𝑒−𝑥 = 

 

 

 

 

y = 1   خط التقارب الأفقي 𝑓/(𝑥) = 0 → 𝑥 = 0  𝑓/(𝑥)  م . →  غ  𝑥2 + 1 =   ل  يوجد  حل 0

𝑓//(𝑥) = 0 → 4 − 16𝑥2 = 0 → 𝑥 = ± 1 2⁄  𝑓//(𝑥)  م . → غ  𝑥2 + 1 =  ل  يوجد  حل  0

𝑓/(𝑥) = 0 → 𝑥 − 1 = 0  → 𝑥 = 1 

 𝑓//(𝑥) = 0 → 𝑥 − 1 = 0 → 𝑥 = 2  
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𝑥  العدد الول 𝑦  العدد الثاني   𝑥 + 𝑦 = 30 𝑥 = 30 − 𝑦 0 ≤ 𝑦 ≤ 30 

𝐴 = 𝑥 𝑦2 𝐴 = (30 − 𝑦)𝑦2 𝐴 = 30𝑦2 − 𝑦3 𝐴/ = 60𝑦 − 30𝑦2 𝐴/ = 0 𝑦 = 0 → 𝑥 = 30 𝑦 = 20  , 𝑥 = 10 

𝐴(0) = 0 𝐴(30) = 0 𝐴(20) = 𝐴//(𝑦) العددان  هما  10,20 4000 = 60 − 60𝑦: 𝐴//(20) أو = 60 − 1200 𝐴//(20) = 1140 < 0 

 التقعر لأسفل  

 وبالتالي هناك قيمة عظمي 

 أي الضرب اكبر ما يمكن 
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متراً لتكون مساحته اكبر ما يمكن   24(أوجد أبعاد مستطيل محيطه 1)  

 

 

 

  𝒑𝟒  (𝟐) بين  أن اكبر مساحة  مستطيل  محيطه  𝒑 متر  يكون  مربع  طول  ضلعه 

 

 

 

 

 

 

 

متر على الجوانب  008وضع سياج طوله  (مزرعة مستطيلة الشكل تقع على حافة نهر مستقيم يراد 3)  

احاطتها . أكبر مساحة يمكن  الثلاثة الأخرى .ما  

 

 

 

 

 

2𝑥 + 2𝑦 = 24 𝑥 + 𝑦 = 12 𝑥 = 12 − 𝑦 0 ≤ 𝑦 ≤ 12 

𝐴 = 𝑥 𝑦 𝐴 = (12 − 𝑦)𝑦 𝐴 = 12𝑦 − 𝑦2 𝐴/ = 12 − 2𝑦 𝐴/ = 0 𝑦 = 6 

𝐴(0) = 0 𝐴(12) = 0 𝐴(6) =  الأبعاد  هي  6,6 36
 

𝑥 الطول  𝑦  2     العرض𝑥 + 2𝑦 = 𝑝 𝑥 + 𝑦 = 𝑝 2⁄  𝑥 = 𝑝 2⁄ − 𝑦 0 ≤ 𝑦 ≤ 30

𝐴 = 𝑥 𝑦 𝐴 = (𝑝 2⁄ − 𝑦)𝑦 𝐴 = 𝑝 2⁄ 𝑦 − 𝑦2 𝐴/ = 𝑝 2⁄ − 2𝑦 𝐴/ = 0 𝑝 2⁄ − 2𝑦 = 0   2𝑦 =  𝑝 2⁄ → 𝑦 = 𝑝4 

𝐴//(𝑦) = −2 < 0 

 

 التقعر لأسفل فيكون هناك قيمة

عظمى محلية وبالتالي يكون    𝑝4    طول  الضلع 

2x + y =800 

y = 800 – 2x 0 ≤ 𝑥 ≤ 400 

 

𝐴 = 𝑥 𝑦 𝐴 = (800 − 2𝑥)𝑥 𝐴 = 800𝑥 − 2𝑥2 𝐴/ = 800 − 4𝑥 𝐴/ = 0 𝑥 = 200    , 𝑦 = 400  

𝐴(0) = 0 𝐴(400) = 0 𝐴(20) = 80000 8000 𝑚2  اكبر مساحة 𝐴 = 𝑥𝑦 = 1600 𝑦 = 1600𝑥  

X > 0 
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حظائر مستطيلة الشكل   8 ر إلى مت   720قار مستطيلة الشكل يراد تقسيمها بسياج طوله ب(مزرعة أ1)  

أبعاد الحظيرة الواحدة لتكون مجموع مساحات جميع الحظائر أكبر ما يمكن ؟  ومتساوية المساحة .أوجد   

 

 

 

 

 

متر مربع .اوجد طول اصغر سياج ممكن احاطة الارض    400(قطعة أرض مستطيلة الشكل مساحتها 2)  

 به من الجوانب الاربعة . 

 

 

 

 

 

 

متر مربع .بها ثلاثة ابواب من ثلاث جوانب عرض الباب   0061مساحتها  (مزرعة مستطيلة الشكل3)  

متر لكل منهما.اوجد طول اصغر سياج ممكن   6متر ؛ ومن الجهتين الباقيتين بابين بعرض    10الاول    

وانب الاربعة )بدون الابواب(جاحاطة الارض به من ال     

 

 

 

 

 

 

 

 

12x +10 y =720 

10y = 720 –1 2x 

y =72  - 1.2x 0 ≤ 𝑥 ≤ 60 

𝐴 = 8𝑥 𝑦 𝐴 = (72 − 1.2𝑥)𝑥 𝐴 = 72𝑥 − 1.2𝑥2 𝐴/ = 72 − 2.4𝑥 𝐴/ = 0 → 𝑥 = 30 

𝐴(0) = 0 𝐴(60) = 0 𝐴(30) = 8640 

  𝑚2 8640 أكبر مساحة 

 𝐴 = 𝑥𝑦 = 400 𝑦 = 400𝑥  

X > 0 

𝑃 = 2𝑥 + 2𝑦 𝑃 = 2𝑥 + 2. 400𝑥  

𝑃/(𝑥) = 2 − 400𝑥2 = 2𝑥2 − 400𝑥2  𝑃/(𝑥) = 0 → 2𝑥2 − 400 = 0 𝑥 = 20  , 𝑥 =  مرفوض  20−

𝑷/(𝒙)  م  . غ  → 𝒙 =  مرفوض  𝟎

مفتوح( الاختبار    )مجال    

 

𝑷 فهي مطلقة  = 𝟖𝟎 𝒎 

𝑃 = 2𝑥 + 2𝑦 − 22 𝑃 = 2𝑥 + 2. 1600𝑥  

𝑃/(𝑥) = 2 − 3200𝑥2 = 2𝑥2 − 3200𝑥2  𝑃/(𝑥) = 0 → 2𝑥2 − 3200 = 0 𝑥 = 40  , 𝑥 =  مرفوض  40−

𝑷/(𝒙) م  . غ → 𝒙 =  مرفوض 𝟎

 الاختبار    )مجال مفتوح( 

 

𝑷 فهي مطلقة  = 𝟏𝟑𝟖 𝒎 
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مستطيلة الشكل مطبوع عليها إعلان على شكل منطقة مستطيلة مساحتها (صفيحة 1)  

   𝒊𝒏𝟐  𝟗𝟖 ويوجد  بالصفحة  هوامش  من   الجانبين  𝟏𝒏 ومن  العلى  والسفل  𝒊𝒏 𝟐 أوجد   

 ابعاد الصفحة التي تحقق القيمة الصغرى للمساحة المطبوعة 

 

 

 

 

 

 

 

 

. اوجد  طول  نصف  قطر دائرته  التي  تجعل  مساحته  اكبر ما يمكن    𝟏𝟐 𝒄𝒎 (𝟐) قطاع  دائري  محيطه 
     

 

,𝒂   والزاوية  بينهما  𝜽  اوجد  قيمة  الزاوية  𝛉  التي  تجعل  مساحة         𝒃 (ضلعان في مثلث طولاهما   3)  

 المثلث اكبر ما يمكن . 

 

 

 

 

A=
𝟏𝟐 𝒓𝒍 𝟐𝒓 + 𝒍 = 𝟏𝟐 𝒍 = 𝟐𝒓 − 𝟏𝟐 𝟎 ≤ 𝒓 ≤ 𝟔 

A=
𝟏𝟐 𝒂𝒃𝒔𝒊𝒏𝜽 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 

 𝑥𝑦 = 98 𝑦 = 98𝑥  

X > 0 

𝐴 = (𝑥 + 2)(𝑦 + 4) 𝐴 = (𝑥 + 2) (98𝑥 + 4) 

𝐴 = 98 + 4𝑥 + 196𝑥 + 8 

𝐴/(𝑥) = 4 − 196𝑥2 = 4𝑥2 − 196𝑥2  𝐴/(𝑥) = 0 → 4𝑥2 − 196 = 0 𝑥 = 7 , 𝑥 =  مرفوض  7−

𝑨/(𝒙) م  . غ → 𝒙 =  مرفوض 𝟎

مفتوح( الاختبار    )مجال    

 

 البعاد  𝑖𝑛 18,9 فهي مطلقة 

𝐴 = 12  𝑙 𝑟 = 12 𝑟(12 − 2𝑟) 𝐴 = 6𝑟 − 𝑟2 𝐴/(𝑥) = 6 − 2𝑟 𝐴/(𝑥) = 0 → 𝑟 = 3 

𝐴(0) = 0 𝐴(6) = 0 𝐴(3) = 9 

𝒓 قيمة عظمى مطلقة  =  عند  𝟑

𝐴/ = 12  𝑎 𝑏 cos 𝜃 

𝐴/ = 0 → 12  𝑎 𝑏 cos 𝜃 = 0 cos 𝜃 = 0 →  𝜃 = 𝜋2 

𝐴(0) = 0 𝐴(𝜋) = 0 𝐴 (𝜋2) = 12 𝑎𝑏 

 قيمة عظمى مطلقة  

→ المثلث  قائم  𝜃 = 𝜋2   عند  
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 (1) سلك طوله  30𝑐𝑚   نريد  ان نصنع  منه  مثلثين  كل منهما  متطابق  الضلاع  ؛ حدد طول  كل ضلع  
 من اضلاع المثلث ليكون مجموع مساحتيهما اصغر ما يمكن . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

سم أوجد طول نصف قطر كل منهما ليكون مجموع مساحتيهما  28(قرصان دائريان مجموع قطريهما  2)   

أقل  ما يمكن .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A=
√𝟑𝟒  𝒍𝟐   هو 𝒍   مساحة  المثلث  المتطابق   الذي طول  ضلعه  

 

𝐴/ = 0 → 2𝑥 = 10 𝑥 = 5 𝐴(0) = 0  , 𝐴(10) = 0  
𝐴(5) = 25√34  𝑥 = 5 , 𝑦 =  البعاد    5

3𝑥 + 3𝑦 = 30 𝑥 + 𝑦 = 10 𝑦 = 10 − 𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 10 

x 

y 

30 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 𝐴 = √34 𝑥2 + √34 𝑦2 

𝐴 = √34 𝑥2 + √34 (10 − 𝑥)2
 

𝐴/ = 2√34 𝑥 + 2√34 (10 − 𝑥)2(−1) 

𝐴/ = √32 (𝑥 − 10 + 𝑥) = √32 (2𝑥 − 10) 

 2𝑟 + 2𝑠 = 28 𝑟 + 𝑠 = 14 𝑠 = 14 − 𝑟 0 ≤ 𝑟 ≤ 14 

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 𝐴 = 𝜋𝑟2 + 𝜋𝑠2 𝐴 = 𝜋𝑟2 + 𝜋(14 − 𝑟)2
 𝐴/ = 2𝜋𝑟 + 2𝜋(14 − 𝑟)2(−1) 𝐴/ = 2𝜋(𝑟 − 14 + 𝑟) = 2𝜋(2𝑟 − 14) 𝐴/ = 0 → 2𝑟 − 14 = 0 → 𝑟 = 7 

𝐴(0) = 196𝜋    𝐴(14) = 196𝜋  𝐴(7) = 98𝜋   98𝜋     قيمة  صغرى  مطلقة 𝑟 =  عند  7
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2𝑦 

x 

𝑦 

4𝑥 + 6𝑦 = 68 𝑦 = 68 − 4𝑥6  

𝑦 = 34 − 2𝑥3  0 ≤ 𝑥 ≤ 17 

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 = 𝑥2 + 2𝑦2 

𝐴 = 𝑥2 + 2 (34 − 2𝑥3 )2
 

𝐴 = 𝑥2 + 29 (34 − 2𝑥)2 𝐴/ = 2𝑥 + 4 9⁄ (34 − 2𝑥)(−1) 

𝐴/ = 2𝑥 + 16𝑥9 − 2729  

𝐴/ = 34𝑥9 − 2729  

𝐴/ = 0 → 34𝑥9 − 2729 = 0 

X=8 

A(0)=256.88 ,A(17)=289 

A(18)=136 

X=8    قيمة صغرى مطلقة عند 

32و     36الأطوال هي   

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 = 12 𝜋𝑟2 + 2𝑟𝑦 

𝐴 = 12 𝜋𝑟2 + 𝑟(8 + 𝜋 − 4𝑟 − 𝜋𝑟) 

𝐴 = 12 𝜋𝑟2 + (8𝑟 + 𝜋𝑟 − 4𝑟2 − 𝜋𝑟2) 𝐴/ = 𝜋𝑟 + 8 + 𝜋 − 8𝑟 − 2𝜋𝑟 = 8 + 𝜋 − 𝑟(8 + 𝜋) 𝐴/ = 0 → 𝜋𝑟 + 8 + 𝜋 − 8𝑟 − 2𝜋𝑟 = 0 8 + 𝜋 = 𝑟(8 + 𝜋) → 0 → 𝑟 = 1 𝐴// = −(8 + 𝜋) < 0 

   r=1 لدالة قيمة عظمى محلية وهي مطلقة عند      

4𝑟 + 12 (2𝜋𝑟) + 2𝑦 = 8 + 𝜋 4𝑟 + 𝜋𝑟 + 𝑦 = 8 + 𝜋 2𝑦 = 8 + 𝜋 − 4𝑟 − 𝜋𝑟 
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𝐴 = (2𝑥𝑦) 𝐴 = 2𝑥 (10 − 52 𝑥) 𝐴 = 20𝑥 − 5𝑥2 𝐴/ = 20 − 10𝑥 𝐴/ = 0 20 − 10𝑥 = 0 𝑥 = 2 

𝐴(0) = 0 𝐴(4) = 0 𝐴(2) = 20 

4و   5أبعاد المستطيل       
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𝐴(0) = 0 𝐴(10) = 0 𝐴(5√2) = 25 

25أكبر مساحة هي   𝑦 = √100 − 𝑥2   0 ≤ 𝑥 ≤ 10 

𝐴 = 12 𝑥𝑦 

𝐴 = 12 𝑥√100 − 𝑥2 

𝐴 = 12 √100𝑥2 − 𝑥4 

𝐴/ = 12 . 200𝑥 − 4𝑥32√100𝑥2 − 𝑥4 𝐴/ = 0  200𝑥 − 4𝑥3 = 0 4𝑥(50 − 𝑥2) = 0 𝑥 = 0  , 𝑥 = 5√2  , 𝑥 = .م /𝐴 مرفوض    2√5− → غ  100𝑥2 − 𝑥4 = 0 𝑥 = 0  , 𝑥 = 10  , 𝑥 =  مرفوض  10−

y 
x 

10 

 

𝐴 = 2𝑥𝑦 𝐴 = 2𝑥. 2𝑥. 1√3 (8 − 𝑥) 

𝐴 = 2√3 (8𝑥 − 𝑥2) 

𝐴/ = 2√3 (8 − 2𝑥) 𝐴/ = 0 → 8 − 2𝑥 = 0 𝑥 = 4 

𝐴(0) = 0 𝐴(8) = 0 𝐴(4) = 32√33  

33√32 أكبر مساحة هي    
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𝑆 = √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2 𝑆 = √𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑥 𝑆 = √𝑥2 − 5𝑥 + 9 𝑆/ = 2𝑥 − 52√𝑥2 − 5𝑥 + 9 𝑆/ = 0 → 2𝑥 − 5 = 0 

X = 2.5 

𝑦 = √𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 3 

𝑆 = √(𝑥 − 5)2 + (𝑦 − (−1))2 𝑆 = √𝑥2 − 10𝑥 + 25 + 4𝑥2 𝑆 = √5𝑥2 − 10𝑥 + 25 𝑆/ = 10𝑥 − 102√5𝑥2 − 10𝑥 + 25 𝑆/ = 0 → 10𝑥 − 10 = 0 

X = 1 

y+1=2x 

𝑆/ م . 5𝑥2 غ − 10𝑥 + 25 =  ليس لها حل  0

 

𝑆/ غ. م 𝑥2 − 5𝑥 + 9 =  ليس لها حل  0

 

𝑆 = √(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 𝑆 = √𝑥2 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑆/ = 2𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥(−𝑠𝑖𝑛𝑥)2√𝑥2 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥  𝑆/ = 0 → 2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 0 

X =0    بالتجريب أو الآلة 𝑆(0) = 1  , 𝑆(1) = √1 + 𝑐𝑜𝑠1   1 أقٌصر  بعد هو  
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𝑉 = (12 − 2𝑥)(12 − 2𝑥)𝑥 𝑉 = 𝑥(12 − 2𝑥)2 𝑉 = 𝑥(144 − 48𝑥 + 4𝑥2) 𝑉 = (144𝑥 − 48𝑥2 + 4𝑥3) 𝑉/ = 144 − 96𝑥 + 12𝑥2 𝑉/ = 0 → 𝑥 = 2 , 𝑥 = 6 𝑉(0) = 0  , 𝑉(6) = 0 , 𝑉(2) = 128    
   128أكبر حجم 

y 

2x 
x 

2x + x + y=180 

3x + y = 180 

 y = 180 – 3x 0 ≤ 𝑥 ≤ 60 

𝑉 = 2𝑥. 𝑥. 𝑦 𝑉 = 2𝑥2(180 − 3𝑥) 𝑉 = 360𝑥2 − 6𝑥3 𝑉/ = 720𝑥 − 18𝑥2 𝑉/ = 0 → 𝑥 = 0 , 𝑥 = 40 𝑉(0) = 0  , 𝑉(60) = 0 , 𝑉(40) = 192000    
     920001أكبر حجم 
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4و  4و   2الأبعاد هي   

𝑆 = 𝑥2 + 4𝑥𝑦 𝑆 = 𝑥2 + 4𝑥. 32𝑥2  

𝑆 = 𝑥2 + 128𝑥  

𝑆/ = 2𝑥 − 128𝑥2  

𝑆/ = 0 →  2𝑥 − 128𝑥2  

2𝑥 = 128𝑥2 →  𝑥3 = 64 𝑥 = 4 𝑆/ م . → غ  𝑥 =  مرفوض  0

𝑥2𝑦 = 32 𝑦 = 32𝑥2 𝑥 > 0 

𝐶 = 2𝑥2(40) + 4𝑥𝑦(45) 𝐶 = 80𝑥2 + 180𝑥𝑦 𝐶 = 80𝑥2 + 180𝑥 32𝑥2 

𝐶 = 80𝑥2 + 270𝑥  

𝐶/ = 160𝑥 − 270𝑥2  

𝐶/ = 0 → 160𝑥 = 270𝑥2  𝑥3 =43200→ 𝑥 = √432003       ثم يكمل الحل 

x 
x 

y 

2𝑥2𝑦 = 3 𝑦 = 32𝑥2 𝑥 > 0 
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𝜋𝑟2ℎ = 128𝜋 𝑟2ℎ = 128 ℎ = 128𝑟2  𝑟 > 0 
8و   4الأبعاد هي   

𝑆 = 2𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟ℎ 𝑆 = 2𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟 128𝑟2  

𝑆 = 2𝜋𝑟2 + 256𝜋𝑟  

𝑆/ = 4𝜋𝑟 − 256𝜋𝑟2  

𝑆/ = 0 →  4𝜋𝑟 = 256𝜋𝑟2   𝑟3 = 64 → 𝑟 = 4 𝑆/م . → غ 𝑟 = 0  

𝑉 = 𝜋𝑟2ℎ + 4𝑥𝑦 𝑉 = 𝜋𝑟2(12 − 3𝑟) 𝑉 = 12𝜋𝑟2 − 3𝜋𝑟3 𝑉/ = 24𝜋𝑟 − 9𝜋𝑟2 𝑉/ = 0 → 24𝜋𝑟 − 9𝜋𝑟2 = 0 𝑟 = 0 →  𝑟 = 8 3⁄  𝑉(0) = 0   , 𝑉(4) = 0 𝑉(8 3⁄ ) = 256𝜋9  256𝜋9  حجم  السطوانة  هو  
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𝑉 = 13 𝜋𝑟2ℎ 

𝑉 = 13 𝜋(25 − ℎ2)ℎ 

𝑉 = 13 𝜋(25ℎ − ℎ3) 

𝑉/ = 13 𝜋(25 − 3ℎ2) 𝑉/ = 0 → 25 − 3ℎ2 = 0 ℎ = 5√3 , ℎ = −5 √3⁄ 𝑉(0) مرفوض   = 0   , 𝑉(5) = 0 𝑉 (5 √3⁄ ) =   اكبر حجم   هو  50.4 50.4
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𝑃/ = −1𝑣2 + 3𝑐𝑣2 = −1 + 3𝑐𝑣4𝑣2  𝑃/ = 0 → −1 + 3𝑐𝑣4 = 0 3𝑐𝑣4 = 1 → 𝑣4 = 13𝑐 

𝑣 = √ 13𝑐4
 

𝑃/م  . غ → 𝑣 =  خارج المجال  0

 

وحيدة فهي مطلقة ى محلية  قيمة صغر   

𝑄/(𝑡) = −9𝑡2 + 24𝑡 + 𝑄//(𝑡) دالة  الكفاءة    60 = −18𝑡 + 24 𝑄//(𝑡) = 0 → −18𝑡 + 24 = 0 𝑡 = 43  ساعة  
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𝑅 أعلى ربح   = 35(5) − 5252 + 35 =  مليون  2.5

𝑅/ = (35 − 2𝑥)(𝑥2 + 35) − (35𝑥 − 𝑥2)(2𝑥)(𝑥2 + 35)2  𝑅/ = 0 → (35 − 2𝑥)(𝑥2 + 35) − (35𝑥 − 𝑥2)(2𝑥) = 0 35𝑥2 + 352 − 2𝑥3 − 70𝑥 − 70𝑥2 + 2𝑥3 = 0 −35𝑥2 − 70𝑥 + 352 = 0 𝑥2 + 2𝑥 − 35 = 0 𝑥 = , مرفوض  7− 𝑥 = 5 

 

𝑓/ = 𝑒−0.02𝑡(−0.02) − 𝑒−0.42𝑡(−0.42) 𝑓/ = 0 → 𝑒−0.02𝑡(−0.02) − 𝑒−0.42𝑡(−0.42) = 0 0.02𝑒−0.02𝑡 = 0.42𝑒−0.42𝑡 0.420.02 = 𝑒−0.02𝑡𝑒−0.42𝑡 21 = 𝑒0.4𝑡 → 𝑙𝑛21 = 0.4𝑡 𝑡 = 𝑙𝑛210.4 = 7.6  

 

 

لقيمة العظمى للربح ا  

(1) 
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𝑉(𝑟) = 𝑐 𝑟0𝑟2 − 𝑐 𝑟3 𝑉/ = 2𝑐 𝑟0𝑟 − 3𝑐 𝑟2 𝑉/ = 0 → 2𝑐 𝑟0𝑟 − 3𝑐 𝑟2 = 0 𝑐𝑟(2𝑟0 − 3𝑟) = 0 𝑐 𝑟 = 0 → 𝑟 = 2𝑟𝑜 مرفوض  0 − 3𝑟 = 0 → 𝑟 = 23 𝑟0 

𝑃/ = 𝑉2(𝑅 + 𝑥)2 − 2(𝑥)𝑉2(𝑅 + 𝑥)(𝑅 + 𝑥)2  

𝑃/ = 𝑉2(𝑅 − 𝑥)[𝑟= 𝑉2(𝑅 + 𝑥)[𝑅 + 𝑥 − 2𝑥](𝑅 + 𝑥)2  𝑃/ = 0 → 𝑉2(𝑅 + 𝑥)[𝑅 + 𝑥 − 2𝑥] 𝑉 = 𝑅  مرفوض  0 = −𝑥   مرفوض 𝑅 + 𝑥 − 2𝑥 → 𝑅 = 𝑥 
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𝐶 = 𝐶𝑠 + 𝑆𝑙 𝐶 = 5√16 + 𝑥2 + 3(8 − 𝑥) 𝐶/ = 5(2𝑥)2√16 + 𝑥2 + 3(−1) 

𝐶/ = 0 → 5(2𝑥)2√16 + 𝑥2 = 3 

5𝑥 = 3√16 + 𝑥2 25𝑥2 = 9(16 + 𝑥2) 25𝑥2 − 9𝑥2 = 144 𝑥2 = 9 → 𝑥 = 3, 𝑥 =  مرفوض  3−

C(0)=44 ,   C(8)=44.7  ,C(3)=40 

مليون 40أقٌل تكلفة  هي    

𝑇(0) = 2.4 𝑇(2) = 2 𝑇 ( 4√21) =  أقل  زمن 103

𝑇 = 𝑡1 + 𝑡2 المسافة      
السرعة 

=   الزمن

 𝑇 = √𝑥2+42 + 2−𝑥5  

𝑇/ = 12 . 2𝑥2√𝑥2 + 4 − 15 

𝑇/ = 0 → 12 . 𝑥√𝑥2 + 4 = 15 

5𝑥 = 2√𝑥2 + 4 25𝑥2 = 4(𝑥2 + 4) → 21𝑥2 = 16 21𝑥2 = 1621  → 𝑥 = 4√21 , 𝑥 =  مرفوض21√4−
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𝑆 = √𝑥2 + (30 − 𝑦)2 𝑆 = √(10𝑡)2 + (30 − 15𝑡)2 𝑆 = √100𝑡2 − 900𝑡 + 900 𝑆 = √325𝑡2 + 900 − 900𝑡 𝑆/ = 650𝑡 − 9002√325𝑡2 + 900 − 900𝑡 𝑆/ = 0 → 650𝑡 − 900𝑥 = 0   , 𝑡 = 1.4 

مليون 40أقٌل تكلفة  هي    

 

𝐿 = 𝐿1 + 𝐿2 𝐿 = 5 𝑠𝑒𝑐𝜃 + 4 𝑐𝑠𝑐𝜃 𝐿/ = 5 𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃 − 4 𝑐𝑠𝑐𝜃𝑐𝑜𝑡𝜃 𝐿/ = 0 → 5 𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃 = 4 𝑐𝑠𝑐𝜃𝑐𝑜𝑡𝜃 𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃𝑐𝑠𝑐𝜃𝑐𝑜𝑡𝜃 = 45 →  𝑡𝑎𝑛3𝜃 = 45 

𝑡𝑎𝑛𝜃 = √453
 → 𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 √453

=42° 𝐿 = 5 𝑠𝑒𝑐42° + 4 𝑐𝑠𝑐42°=12.7 m 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = 5𝐿1 

𝐿1 = 5𝑐𝑜𝑠𝜃 𝐿1 = 5 𝑠𝑒𝑐𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑏𝐿2 

𝐿2 = 4𝑠𝑖𝑛𝜃 𝐿2 = 4 𝑐𝑠𝑐𝜃 

4 

5 

𝐿1 

𝐿2 𝜃 
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x x 

y 

 

 

A 

tan(𝐴 + 𝛽) = 3𝑥 

𝐴 + 𝛽 = 𝑡𝑎𝑛−1 (3𝑥) 

𝐴 = 𝑡𝑎𝑛−1 (3𝑥) − 𝛽 

𝐴 = 𝑡𝑎𝑛−1 (3𝑥) − 𝑡𝑎𝑛−1 (1𝑥) 

𝐴 = 𝑐𝑜𝑡−1 (𝑥3) − 𝑐𝑜𝑡−1(𝑥) 

𝐴/ = −11 + (𝑥3)2 . 13 − −11 + 𝑥2 

𝐴/ = 0 → 39 + 𝑥2 = 11 + 𝑥2 𝑥 = √3 , 𝑥 = 𝑥 مرفوض  3√− =  أوضح  رؤية  عندما  3√

𝑡𝑎𝑛𝛽 
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4)          𝐴 = 𝜋𝑟2 

 5)           𝑑𝐴𝑑𝑡 = 𝜋 (2𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑡) 

6)           𝑑𝐴𝑑𝑡 = 𝜋(2(200)(5)) = 2000𝜋 

 𝑑𝐴𝑑𝑡 = 6283𝑚2/𝑚𝑖𝑛 
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𝐴 = √34 𝑥2 𝑑𝐴𝑑𝑡 = √34 (2𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡) 

          𝑑𝐴𝑑𝑡 = (√34 . √3(0.1)) = 0.15𝑐𝑚2/𝑚𝑖𝑛 

 

 

𝑦 = √𝑥2 − 3 𝑑𝑦𝑑𝑡 = 2𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡2√𝑥2 − 3 𝑑𝑦𝑑𝑡 = 2(2)(3)2√22 − 3 = 6 

 

𝑆 = √𝑥2 + 402 

          𝑑𝑆𝑑𝑡 = ( 2𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡2√𝑥2 + 402) 

          𝑑𝑆𝑑𝑡 = ( (30)(−1)√302 + 402) = −0.6 𝑚/𝑠 

𝑑𝑥𝑑𝑡  
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𝑥 = √𝑆2 − 122 

          𝑑𝑥𝑑𝑡 = ( 2𝑠 𝑑𝑆𝑑𝑡2√𝑠2 − 122) 

          𝑑𝑆𝑑𝑡 = ( (20)(−8)√202 − 122) = −10 𝑚/𝑠 

 

 

𝑆 = √𝑥2 + 𝑦2 

          𝑑𝑠𝑑𝑡 = (2𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 2𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑡2√𝑥2 + 𝑦2 ) 

          𝑑𝑆𝑑𝑡 = ((14) (−40) + (12) (−50)√𝑥2 + 𝑦2 ) 

          𝑑𝑆𝑑𝑡 = −62.6 𝑘𝑚/ℎ 

 هذه القراءة خاطئة لأن الرادار متحرك 
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𝐴 = 𝑥𝑦 

ومشتقتها    y نلاحظ عدم وجود معلومات عند      

𝐴 لذا نحتاج إلى معادلة مساعدة   = 𝑥. 32 𝑥 = 32 𝑥2 

𝐴 = 3𝑥. 32 𝑥 = 32 𝑥2 𝑑𝐴𝑑𝑡 = 3𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡 → 𝑑𝐴𝑑𝑡 = 3(8)(4) = 96𝑓𝑡/𝑠 

 

 

 

 

 أوجد معدل تغير طول الرجل
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𝑦 = √152 − 𝑥2 𝑑𝑦𝑑𝑡 = −2𝑥. 𝑑𝑥𝑑𝑡2√152 − 𝑥2 

(𝑑𝑦𝑑𝑡)𝑥=12 = −8(12)√152 − 12 = −10.66 𝑚/𝑠 

 

y 

x 

y 

 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑥15              →                     − sin 𝜃. 𝑑𝜃𝑑𝑡 = 115 . 𝑑𝑥𝑑𝑡  

− 12 . 𝑑𝜃𝑑𝑡 = 815               →                𝑑𝜃𝑑𝑡 = − 1615   𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 
x 

𝐴 = 12 𝑥𝑦           𝑑𝐴𝑑𝑡 = 12 (𝑑𝑥𝑑𝑡 . 𝑦 + 𝑑𝑦𝑑𝑡 . 𝑥) 

 𝑑𝐴𝑑𝑡 = 12 (8.9 + 12. (−10.66) = −27.96 𝑚2/𝑠 
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𝑡𝑎𝑛𝜃 = ℎ150      →  𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 ℎ150      

𝑑𝜃𝑑𝑡 = 1150 . 𝑑ℎ𝑑𝑡1 + ( ℎ150)2 

𝑑𝜃𝑑𝑡 = 1150 . 421 + (150150)2 = 0.42 𝑟𝑎𝑑/𝑚𝑖𝑛 

 𝑡𝑎𝑛𝜃 = 𝑠2      →  𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑠2      

𝑑𝜃𝑑𝑡 = 12 . 𝑑𝑠𝑑𝑡1 + (𝑠2)2 

𝑑𝜃𝑑𝑡 = 12 . 1301 + (102 )2 = 2.5 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

2 
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S =130  ملاحظة:  عندما 𝑥 = √1302 − 1202 =50 

 𝑆 = √𝑥2 + 1202 𝑑𝑆𝑑𝑡 = 2𝑥. 𝑑𝑥𝑑𝑡2√𝑥2 + 1202 

(𝑑𝑆𝑑𝑡)𝑥=50 = 50(6)√502 + 1202 = 2.3 𝑚/𝑠 

 

120 

𝑥 = √𝑠2 − 72 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 2𝑠. 𝑑𝑠𝑑𝑡2√𝑠2 − 72 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 10(300)√102 − 49 = 420 𝑚𝑖/ℎ 
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𝑉 = 𝜋3 (36ℎ2 − ℎ3)          𝑑𝑉𝑑𝑡 = 𝜋3 (72ℎ 𝑑ℎ𝑑𝑡 − 3ℎ2 𝑑ℎ𝑑𝑡) 

8 = 𝜋3 (72(4) − 3(4)2) 𝑑ℎ𝑑𝑡  24 = 𝜋. 240. 𝑑ℎ𝑑𝑡    →   𝑑ℎ𝑑𝑡 = 110𝜋 𝑚/𝑠    

 

𝑉 = 43 𝜋 𝑟3 𝑑𝑉𝑑𝑡 = 4𝜋𝑟2. 𝑑𝑟𝑑𝑡  100𝜋 = 100𝜋. 𝑑𝑟𝑑𝑡    → 
𝑑𝑟𝑑𝑡 = 1 𝑓𝑡 /𝑚𝑖𝑛 

 

𝑆 = 4𝜋 𝑟2 𝑑𝑆𝑑𝑡 = 8𝜋𝑟. 𝑑𝑟𝑑𝑡 𝑑𝑆𝑑𝑡 = 8𝜋(5)(1) = 40𝜋 𝑓𝑡2/𝑚𝑖𝑛 
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V المتغير فقط هو ارتفاع الماء وليس طول أو عرض الخزان = 5.5. h = 25h 𝑑𝑉𝑑𝑡 = 25 𝑑ℎ𝑑𝑡  

−2 = 25 𝑑ℎ𝑑𝑡 − 2 = 25 𝑑ℎ𝑑𝑡  𝑑ℎ𝑑𝑡 = −0.08 𝑚/ℎ 

𝑉 نلاحظ أن نصف قطر الماء ثابت  = 𝜋(3)2. ℎ 𝑉 = 9𝜋ℎ 𝑑𝑉𝑑𝑡 = 9𝜋 𝑑ℎ𝑑𝑡  

9 = 9𝜋 𝑑ℎ𝑑𝑡  𝑑ℎ𝑑𝑡 = 1𝜋  𝑓𝑡/𝑠 𝑑𝑣𝑑𝑡 = 15 − 6 = 9 𝑑ℎ𝑑𝑡 =? ? 

 سطح الماء  

𝑑𝑆𝑑𝑡 ثابت ل يتغير   = 0 
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𝑉 = 13 𝜋𝑟2. ℎ = 13 𝜋𝑟2. 2𝑟  
𝑉 = 23 𝜋𝑟3  𝑑𝑉𝑑𝑡 = 2𝜋𝑟2. 𝑑𝑟𝑑𝑡  

−10 = 2𝜋(5)2. 𝑑𝑟𝑑𝑡  𝑑𝑟𝑑𝑡 = −1050𝜋 = −15𝜋  𝑚/𝑚𝑖𝑛 
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 9 

4 

r

h 

𝑑𝑉𝑑𝑡 = 17 − 9 = 8 

(𝑑𝑟𝑑𝑡)𝑟=2 =? ? 

 

 

 ℎ9 = 𝑟4 →   ℎ = 94 𝑟 

h 

r 4 

9 

𝑉 حجم الماء في المخروط  = 13 𝜋𝑟2. ℎ = 13 𝜋𝑟2. 94 𝑟  
𝑉 = 34 𝜋𝑟3  𝑑𝑉𝑑𝑡 = 94 𝜋𝑟2. 𝑑𝑟𝑑𝑡  

9 = 94 𝜋(2)2. 𝑑𝑟𝑑𝑡  
9 = 9𝜋 𝑑𝑟𝑑𝑡  𝑑𝑟𝑑𝑡 = 1𝜋  𝑚/ℎ 

 𝑑𝑟𝑑𝑡 = 0.01 

(𝑑𝑉𝑑𝑡 )𝑟=4 =? ? 

ℎ = 23 (2𝑟) = 4𝑟3  

𝑉 = 𝜋𝑟2. ℎ = 𝜋𝑟2. 43 𝑟  
𝑉 = 43 𝜋𝑟3  𝑑𝑉𝑑𝑡 = 4𝜋𝑟2. 𝑑𝑟𝑑𝑡  𝑑𝑉𝑑𝑡 = 4𝜋(5)2. 0.01  𝑑𝑉𝑑𝑡 = 𝜋 𝑓𝑡3/ℎ 
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 𝑑𝑥𝑑𝑡 = −1 

(𝑑𝑉𝑑𝑡 )𝑥=10 =? ? 

𝑉 = 𝑟3   𝑑𝑉𝑑𝑡 = 3𝑥2. 𝑑𝑥𝑑𝑡  𝑑𝑉𝑑𝑡 = 3(10)2(−1)  𝑑𝑉𝑑𝑡 = −300 𝑐𝑚3/ℎ 

𝑆 = 6𝑥2   𝑑𝑆𝑑𝑡 = 12𝑥. 𝑑𝑥𝑑𝑡  𝑑𝑆𝑑𝑡 = 12(10)(−1)  𝑑𝑉𝑑𝑡 = −120 𝑐𝑚2/ℎ 

x 

 

 𝑆 = √3 𝑥  𝑑𝑆𝑑𝑡 = √3 𝑑𝑥𝑑𝑡  𝑑𝑆𝑑𝑡 = √3(−1)  𝑑𝑆𝑑𝑡 = −√3 𝑐𝑚2/ℎ 
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𝑑𝑉𝑑𝑡 = 𝑑𝑉𝑑𝑡  برميل 120 = 1207.5 = 16𝐴3/𝑚  
(𝑑𝑟𝑑𝑡)𝑟=300 =? ? 

𝑉 = 𝜋𝑟2ℎ  𝑉 = 𝜋𝑟2. 148 

𝑉 = 148 𝜋𝑟2 𝑑𝑉𝑑𝑡 = 248 𝜋𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑡  
16 = 248 (300) 𝑑𝑟𝑑𝑡 𝑑𝑟𝑑𝑡 = (16)(48)600 = 0.4 𝑓𝑡/𝑚𝑖𝑛 

 

8 cm 

𝜃 

 

 𝑡𝑎𝑛 𝜃2 = 4ℎ  𝜃2 = 𝑡𝑎𝑛−1 4ℎ 

𝜃 = 2𝑡𝑎𝑛−1 4ℎ 

𝑑𝜃𝑑𝑡 = 2 − 4ℎ21 + (4ℎ)2 = −0.3 𝑟𝑎𝑑 /𝑚𝑖𝑛 

h 

𝑑ℎ𝑑𝑡 = 2 

(𝑑𝜃𝑑𝑡)ℎ=6 =? ? 
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𝐶(0) = 3 

البتدائية للمشروع وهي تمثل التكلفة   

(5,11) 
 

(0,5) 

X = 8000 

𝑟(5) = 𝑆(5) مليون 10 مليون =   10مليون

) الدخل = التكلفة(  ساوي صفر يالربح    

 تسمى هذه النقطة " بنقطة التعادل " 
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𝐶(100) = 6000 − 5988 =  درهم  12

𝐶/(100) = 0.04𝑥 + 8 𝐶/(100) = 0.04(100) + 8 =  درهم 12
 متساوية 

 لكن التكلفة الحدية أسهل بالخساب 

𝐶/(100)   متوسط  الإنتاج   = 𝐶(100)100 = 6000100 =  درهم  60

𝐶/(1000)   متوسط  الإنتاج   = 330001000 =  درهم  30
زاد الإنتاج تقل تكلفة إنتاج القطعة الواحدةكلما نلاحظ انه   
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𝑃(𝑥) = 𝑅(𝑥) − 𝐶(𝑥) 𝑃(𝑥) = 10𝑥 − 0.001𝑥2 − (2𝑥 + 100) 𝑃/(𝑥) = 10 − 0.002𝑥 − 2 𝑃/(𝑥) = 8 − 0.002𝑥 𝑃/(𝑥) = 0 →   8 − 0.002𝑥  → 𝑥 = 80.002 = 4000 

𝑃//(𝑥)  الختبار = −0.002 <   القيمة العظمى  للربح                      0
𝑃(400)                    للدالة  قيمة  عظمى محلية  وحيدة  فهي مطلقة  = 11000  

𝑃(𝑥) = 20𝑥 ∶ السعر  × 𝑃(𝑥) عدد القطع  = 𝑅(𝑥) − 𝐶(𝑥) 𝑃/(𝑥) = 𝑅/(𝑥) − 𝐶/(𝑥) 𝑃/(𝑥) = 20 − (0.004𝑥 + 2) 𝑃/(𝑥) = 12 − 0.004𝑥 𝑃/(𝑥) = 0 →   12 − 0.004𝑥  → 𝑥 = 120.004 = 3000 

𝑃//(𝑥)  الختبار = −0.004 <   القيمة العظمى  للربح                      0
𝑃(3000)                    للدالة  قيمة  عظمى محلية  وحيدة  فهي مطلقة  = 13000  
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 𝐶̅(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝑥 = 𝑥3 − 6𝑥2 + 15𝑥𝑥 = 𝑥2 − 6𝑥 + 15 𝐶̅/(𝑥) = 2𝑥 − 6 𝐶̅/(𝑥) = 0 → 𝑥 = 3 𝐶̅//(𝑥) = 2 > 0 

صغرى محلية وحيدة  للدالة قيمة    

قطعة 3000فهي مطلقة عند إنتاج   

 𝐶̅(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝑥 = 0.02𝑥2 + 20𝑥 + 1800𝑥= 0.02𝑥 + 20 + 1800𝑥  

𝐶̅/(𝑥) = 0.02𝑥 − 1800𝑥2  

𝐶̅/(𝑥) = 0 → 0.02 = 1800𝑥2  0.02𝑥2 = 1800 → 𝑥2 = 90000 → 𝑥 = 300 𝑥 =  مرفوض 300−

 للدالة قيمة صغرى محلية وحيدة  

قطعة   300فهي مطلقة عند إنتاج   
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𝐶(𝑥) = 10𝑒0.02𝑥 

 𝐶̅(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝑥 = 10𝑒0.02𝑥𝑥  

𝐶̅/(𝑥) = 𝑥. (0.2)𝑒0.02𝑥 − (1)10𝑒0.02𝑥𝑥2 = 𝑒0.02𝑥(0.2𝑥 − 10)𝑥2  𝐶̅/(𝑥) = 0 → 0.2𝑥 − 10 → 𝑥 = 50 , 𝑒0.02𝑥 = . م 𝐶̅/(𝑥) ليس لها حل0 → غ 𝑥2 = 0, 𝑥 =  مرفوض 0

 

 للدالة قيمة صغرى محلية وحيدة  

جهاز  05فهي مطلقة عند إنتاج   

𝐶̅(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝑥 = 16000 + 200𝑥 + 4𝑥32𝑥 = 16000𝑥 + 200 + 4𝑥12 

𝐶̅/(𝑥) = − 16000𝑥2 + 2𝑥−12 

𝐶̅/(𝑥) = 0 → 2𝑥−12 = 16000𝑥2  

2𝑥32 = 16000 → 𝑥32 = 8000 → 𝑥 = 800032 →  𝑥 = 400  

𝑑𝐶̅ (𝑥)𝑑𝑡 = − 100𝑥2  . 𝑑𝑥𝑑𝑡  𝑑𝐶̅ (𝑥)𝑑𝑡 = − 100(10)2  .2 = −2 

2  ستنخفض قيمة القطعة الواحدة بالمتوسط   

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 2 

(𝑑𝐶̅ (𝑥)𝑑𝑡 )𝑥=10 =? 
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40 

𝐶(𝑥) = [ 40 − 1(𝑥 − 20)]. 𝑥 𝐶(𝑥) = 40𝑥 − 𝑥2 + 20𝑥 𝐶(𝑥) = 60𝑥 − 𝑥2 𝐶/(𝑥) = 60 − 2𝑥 𝐶/(𝑥) = 0 → 60 = 2𝑥 𝑥 = 30 

21 ≤ 𝑥 ≤ 50 𝐶(21) = 840 𝐶(50) = 500 𝐶(30) = 900 

30عدد التذاكر هو    

𝑃(𝑥) = [ 3 − 0.0001(𝑥 − 20000)]. 𝑥        , 𝑥 > 20000 𝑃(𝑥) = 3𝑥 − 0.0001𝑥2 + 2𝑥 𝑃(𝑥) = 5𝑥 − 0.0001𝑥2 𝑃/(𝑥) = 5 − 0.0002𝑥 𝑃/(𝑥) = 0 → 5 = 0.0002𝑥 𝑥 = 25000 

محلية وحيدة فهي مطلقةوهي قيمة عظمى   
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𝑓(10) = 200(30 − 10) = 4000 

𝑓(10) = 200(30 − 15) = 3000 

𝐸 = 𝑃(−200)200(30 − 𝑃) = −𝑃30 − 𝑃 

𝐸 < −1   →  𝑃𝑃 − 30 <  −1 𝑃 − 30 <  0 → 𝑃 > 𝑃 − 30 2𝑃 > 30 𝑃 > 15 لن المقام موجب   15 < 𝑃 <  مدى السعار  هو  30

𝑅 = عدد القطع × 𝑅 السعر = 𝑃 × 𝑓(𝑃) 𝑅 = 200(30 − 𝑃). 𝑃 𝑅 = 200(30𝑃 − 𝑃2) 𝑅/ = 200(30 − 2𝑃) 𝑅/ = 0 → 𝑃 = 15 

 تتزايد  اليرادات  في  الفترة(0,15) 
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𝑡 = 2 → 𝑥(𝑡) = 16000 𝑠(2) = 60 − 40𝑒−0.05(16000) = 42000 

𝑥/(𝑡) = 20000 − 180004 − 3 = 2000 

𝑠/(𝑡) = −40𝑒−0.05𝑥(𝑡). (0.05. 𝑥/(𝑡)) 𝑠/(𝑡) = 2𝑥/(𝑡)𝑒−0.05𝑥(𝑡) 𝑠/(𝑡) = 2(2000)𝑒−0.05(20) 𝑠/(𝑡) =  درهم  1470
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 العلوم

𝜌(𝑥) = 𝑓/(𝑥) = 22√2𝑥 = 1√2𝑥 

𝜌(8) = 1√16 = 14 

𝑓(𝑥) = 2𝑥(1 − 4𝑥) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 8𝑥2 𝑓/(𝑥) = 2 − 16𝑥 𝑓/(𝑥) = 0 → 2 − 16𝑥 = 0 → 16𝑥 = 2 𝑥 = 216 = 18  وهي  قيمة  عظمى  محلية  وحيدة  فهي مطلقة  
 

 ∴  يصل  سرعة  التفاعل  إلى قيمة  العظمى عندما  يكون 

18   درجة الإشباع   تركيز  المادة 
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𝐼(𝑡) = 𝑄/(𝑡) = 𝑒𝑡(3𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 4𝑠𝑖𝑛2𝑡) + 𝑒𝑡(−6𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 8𝑐𝑜𝑠2𝑡) 𝐼(𝑡) = 𝑄/(𝑡) = 𝑒𝑡(11𝑐𝑜𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑡) 𝐼 (12) = 𝑒1 2⁄ (11 cos 1 − 2𝑠𝑖𝑛1) = 7 
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 السكـان

𝑓(2) = 701 + 3𝑒−0.2(2) = 23 

من سكان المدينة ستصلهم الإشاعة بعد ساعتين  23%أي ان   

𝑓/(𝑥) = −70(3(−0.2)𝑒−0.2𝑡)(1 + 3𝑒−0.2𝑡)2  

𝑓/(2) = 42𝑒−0.2(2))(1 + 3𝑒−0.2(2))2 = 3.1 

الإشاعة  أي أن معدل انتشار   

 هو    %3.1 بعد ساعتين

lim𝑥→∞ 701 + 3𝑒−0.2𝑡 

lim𝑥→∞ 701 + 3 𝑒0.2𝑡⁄ = 70 

من السكان ستصلهم الإشاعة  ةأي ان نسب % 70  

𝑓(𝑝) = 4𝑝(5 − 𝑝) = 20𝑝 − 4𝑝2 𝑓/(𝑝) = 20 − 8𝑝 𝑓/(𝑝) = 0 → 20 = 8𝑝 → 𝑝 = 2.5 

 

 قيمة عظمى محلية وحيدة فهي مطلقة  

مليون  2.5في ذروته عندما يكون عدد السكان  يكون معدل النمو   
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 اختر الاجابة الصحيحة لكل فقرة من الفقرات التالية

𝒙   هو              = 𝒇(𝒙)   عند  𝟎 = √𝒙 + (التقريب الخطي للدالة 1)   𝟒  

( a )    𝒍(𝒙) = 𝟐 + 𝒙                                                (b)  𝒍(𝒙) = 𝟏 + 𝟐𝒙 

 

( c )  𝒍(𝒙) = 𝟐 + 𝟏𝟐  𝒙                                               ( d ) 𝒍(𝒙) = 𝟐 + 𝟏𝟒  𝒙 

 

𝒙   هو              = 𝒇(𝒙)   عند  𝟎 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒙   (2التقريب)  الخطي للدالة  

( a )    𝒍(𝒙) = 𝒙                                                        (b)  𝒍(𝒙) = 𝟐𝒙 

 

( c )  𝒍(𝒙) = 𝟏𝟐  𝒙                                                       ( d ) 𝒍(𝒙) = 𝝅𝟐 +  𝒙 

 

𝟔𝟕𝟑√   هو              الخطي للعدد  (التقريب 3)     

( a )    
𝟔𝟓𝟏𝟔                                                                  (b)  

𝟏𝟕𝟒  

 

( c )  
𝟑𝟑𝟖                                                                       ( d ) 

𝟗𝟐  
 

𝒕  باستخدام  الخطي يساوي  تقريبا   (𝟒) يمثل  الجدول التالي  مستشعر  يقيس  الموقع  𝒇(𝒙)   لجسم  بعد 𝐭   ميكروثانية  من  التصادم  فإن  موقع  الجسم  عند  = 𝟐𝟑  
 

 

( a )  40                           (b) 18.6                             ( c )  18.9                          ( d ) 18.3 

 

 تمارين عامة على الوحدة الرابعة

 الدرس الاول 

 الدرس الاول 

 الدرس الاول 

t 20 30 40 

f(t) 18 23 23  الدرس الاول 
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𝐱𝟎  هو  = ا   𝟎 𝒇(𝒙)  باستخدام  طريقة  نيوتن  معتبر  = 𝒆−𝒙 − 𝒙 (𝟓) إن تقريب  الول  لصفر الدالة 

 

( a )  -0.5                           (b) 0.5                              ( c )  0.563                           ( d ) 0.613 

 (𝟔) التقريب  الثاني  للعدد    𝟐√  باستخدام  طريقة  نيوتن  هو   
 

( a )
𝟏𝟕𝟏𝟐                           (b) 

𝟕𝟒                                ( c )      𝟕𝟓                             ( d )  𝟑𝟐 

 

 ( 𝟕 ) 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟏 𝒙𝟖 − 𝟏𝒙 − 𝟏  

 

( a ) 6                                   ( b )  7                            (c )    8                                     ( d ) 9 

 

 ( 𝟖 ) 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙 − 𝟐𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  

 

( a ) 0                                    ( b )  1                            (c )    
𝟏𝟐                                      ( d )   

𝟏𝟒 

 ( 𝟗 ) 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝒆𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒙  

 

( a ) 0                                   ( b )  1                            (c )    -1                                     ( d ) 2 

 

 الدرس الاول 

 الدرس الاول 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 
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 ( 15 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→∞ (𝟏 − 𝟏𝒙)𝟐𝒙    
 

 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 

( a ) 0                              (b)  1                       (C ) 3                                   ( d ) 9 

 الدرس الثاني 
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( a )    𝟐                                                                       (b)   −𝟐 

 

( c )  𝒆𝟐                                                                      ( d )  𝒆−𝟐 

    ( 16 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎+(𝟏 − 𝟐𝒙)𝟑𝒙    
 

( a )    𝟔                                                                      (b)   𝟑 

 

( c )  𝒆𝟔                                                                      ( d )  𝒆𝟐  
 

 

 ( 17 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→∞ (𝒙+𝟏𝒙−𝟏)𝒙    
( a )   3                                                                       (b)   𝟐 

 

( c )  𝒆𝟐                                                                      ( d )  𝟐𝒆𝟐  
 

( 18 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎+(𝒔𝒊𝒏𝒙)𝒙    
 

( a )    𝟎                                                                       (b)   𝟏 

 

( c )  𝒆                                                                        ( d )  𝟐 

 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 
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 ( 19 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒙𝒔𝒊𝒏−𝟏𝒙   
 

( a )    𝟎                                                                       (b)   𝟏 

 

( c )  𝟐                                                                        ( d )  𝟑 

    ( 20 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟏 √𝟓−𝒙−𝟐√𝟏𝟎−𝒙−𝟑    
 

( a )    𝟐                                                                      (b)   𝟑 

 

( c )    𝟐𝟑                                                                     ( d )  
𝟑𝟐  

 

 

 ( 21 )      𝐥𝐢𝐦𝒙→∞ (𝟏 + 𝒙𝒏)𝒏    
( a )   e                                                                       (b)   𝒆𝒙 

 

( c )  𝒆𝒏                                                                      ( d )  𝒆𝒏𝒙  
,0]    هي    𝜋]  على  الفترة  𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥  (22) العداد  الحرجة للدالة  
( a )    

𝝅𝟑 , 𝟓𝝅𝟔                                                                (b)     
𝝅𝟔 , 𝟓𝝅𝟔  

 

( c )      𝝅𝟑 , 𝟓𝝅𝟑                                                             ( d )    𝝅𝟑 , 𝟏𝟏𝝅𝟑  

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثاني 

 الدرس الثالث
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𝑓(𝑥)  على  الفترة  [1,1−]    هي   = 𝑠𝑖𝑛−1𝑥  (23)  القيمة  العظمى المطلقة للدالة  
( a )    𝝅                                                                    (b)     𝟏 

 

( c )     𝟑𝝅𝟐                                                                   ( d )    𝝅𝟑 

 

𝑓(𝑥)   متزايدة  على  الفترة  = 𝑥23 −   (24)   الدالة  1
 

( a )    ( -1 , 0 )                                                          (b)    ( −𝟑, −𝟏 ) 
 

( c )     (−∞, 𝟎)                                                       ( d )    (𝟎, ∞) 

 

𝑓(𝑥)    هي  = 3𝑥13 + 34 𝑥43  (25)    العداد  الحرجة للدالة  
( a )    0                                                                     (b)    𝟎, −𝟏 

 

( c )    𝟏, −𝟏                                                            ( d )    −𝟏   متزايدة  على  الفترة  𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥  (26)   الدالة  
 

( a )    ( -1 , 1 )                                                          (b)    (𝟎, 𝟐 ) 
 

( c )     (−∞, 𝟎)                                                       ( d )    (−∞, ∞)   
 

x  فإن  قيمة   𝑐   تساوي  = 𝑓(𝑥)  قيمة  حرجة  عند  1− = 𝑥3 −  𝑐𝑥  (27)   إذا  كان  للدالة  
( a )    𝟏                          (b)     𝟑                     ( c )    −𝟑                              ( d )    𝟎 

 الدرس الثالث

 الدرس الرابع 

 الدرس الثالث

 الدرس الرابع 

 الدرس الثالث
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 الشكل المجاور  يمثل  بيان  الدالة   𝒇(𝒙)  إن  العداد الحرجة  للدالة   𝒇(𝒙)   هي   
( a)   2                                                             (b)    𝟑 

 

( c )     𝟓                                                        ( d )    𝟒   
 

 

 الشكل المجاور  يمثل  بيان  الدالة   𝒇/(𝒙)  إن عدد العداد الحرجة  للدالة   𝒇(𝒙)   هي   
( a)   0                                                             (b)    −𝟏, 𝟏, 𝟐 

 

( c )     𝟎 , 𝟐𝟑                                                    ( d )    − 𝟏𝟐   , 32  
 

 

      𝒇 ان الدالة   𝒇(𝒙)   الشكل المجاور  يمثل  بيان  الدالة 
لها قيمة عظمى مطلقة  فقط  ( a)    

    (b )لها قيمة صغرى مطلقة  فقط  

    ( c )  لها قيمة عظمى مطلقة وقيمة صغرى مطلقة  

    (d )ليس لها قيم قصوى 

 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟏 𝒙𝟐   (13الدالة )   𝒙 = 𝒙    (𝒂) لها نقطة  انقلاب  عند   𝟎 = 𝒙    (𝒂) لها نقطة  انقلاب  عند   𝟏 =     (𝒂) لها نقطة  انقلاب  عند   𝟏−

 (𝒅) نقطة  لها نقطة  انقلاب 

 

(28)  

(92)  𝑓/(𝑥) 

(30)  

 

 الدرس الثالث

 الدرس الثالث

 الدرس الثالث

 الدرس الخامس
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 الشكل المجاور  يمثل  بيان  الدالة   𝒇/(𝒙)  إن عدد العداد الحرجة  للدالة   𝒇(𝒙)   هي   
( a)   2                                                             (b)    𝟑 

 

 ( c )     𝟓                                                       ( d )    𝟒   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)32) 

 

 𝑓/(𝑥) الدرس الخامس

 

𝑓/(𝑥) 

 الدرس الرابع 

 الدرس الرابع 

 

 الدرس الرابع 
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(اعتمد على  37)   الخامسالدرس    

 الدرس الخامس
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 الدرس الخامس

 الدرس الخامس



 

 إعداد : د. حيدر عامر السعافين   -أوراق عمل لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم     |    158من  132

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الدرس الثالث 

𝑓(𝑥) هي {7 − 2𝑥2           𝑥 ≤ 1          𝑥2 − 4𝑥             𝑥 <      40) العداد  الحرجة للدالة           1
( a )  0,1,2                                                                               ( b )  0, 1 

 

( c )  o , 2                                                                                  ( d )  1 , 2 

,𝟎] هي 𝒇(𝒙)   على  الفترة  [𝟒 = 𝒙𝟐𝒆−𝒙  𝟒𝟏)  القيمة  العظمى المطلقة للدالة     
( a )  0                                                                        ( b )   e 

 

( c )   
4𝑒3                                                                       ( d )  

16𝑒4 

 

 

 

ثالثالدرس ال  

رابع الدرس ال  

سابعالدرس ال  
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خامسالدرس ال  

رابع الدرس ال  

خامسالدرس ال  
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رابع الدرس ال  

 

خامسالدرس ال  

خامسالدرس ال  

الرابع  الدرس  
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خامسالدرس ال  

خامسالدرس ال  

خامسالدرس ال  

خامسالدرس ال  
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سادسالدرس ال  

سادسالدرس ال  
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سادسالدرس ال  

سادسالدرس ال  
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خزانلا    (𝟓𝟗) يتدفق  النفط  إلى خزان  على  شكل نصف  كرة بمعدل  𝟏𝟐𝟔𝒎𝟑/𝒉   فإ كان  حجم  النفط   𝑽 في 
𝑽 يعطى بالعلاقة   = 𝟒𝟑 𝒉𝟐(𝟑𝟔 − 𝒉) 

هو  3m  على ارتفاع  فإذا كان معدل ارتفاع الخزان عندما يكون النفط  

 (𝒂) 𝟏𝟑                                       (𝒃) 𝟏𝟐                                ( 𝒄 ) 𝟏𝟔                              (𝐝  ) 𝟏𝟒 

𝒚    فإذا  كان  الحداثي  𝒙  للنقطة  يزداد  بمعدل   = √𝒙𝟐 − 𝒙      𝟔𝟎)  تتحرك  نقطة  على  منحنى  معادلته  𝟑 =    𝒖𝒏𝒊𝒕/𝒔 𝟑  . أوجد  معدل التغير  في الحداثي  𝒚  عندما  𝟐
 (𝒂)  𝟑                                    (𝒃) − 𝟔                         ( 𝒄 ) 𝟔                               (𝐝  ) 𝟒 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثامنالدرس ال  

سادسالدرس ال  

ثامنالدرس ال  

ثامنالدرس ال  
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سادسالدرس ال  

ثامنالدرس ال  

ثامنالدرس ال  

ثامنالدرس ال  
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تاسعالدرس ال  

ثامنالدرس ال  

ثامنالدرس ال  

(69)  
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ثامنالدرس ال  

سابعالدرس ال  

سابعالدرس ال  
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تاسعالدرس ال  

تاسعالدرس ال  

 

تاسعالدرس ال  

تاسعالدرس ال  

تاسعالدرس ال  

تاسعالدرس ال  
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خامسالدرس ال  

تاسعالدرس ال  

لثامنالدرس ا  

لثاني الدرس ا  
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لخامسالدرس ا  

لرابع الدرس ا  
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لثاني الدرس ا  

لخامسالدرس ا  

الثاني  الدرس  
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لثالثالدرس ا  

 الدرس الاول 

 الدرس الخامس

 الدرس الثامن
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 الدرس الخامس

 الدرس الرابع 

 الدرس الثالث

 الدرس الثاني 
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 الدرس الخامس

 الدرس الرابع 

 الدرس الرابع 

 الدرس الخامس



 

 إعداد : د. حيدر عامر السعافين   -أوراق عمل لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم     |    158من  149

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

لسابعالدرس ا  

لرابع الدرس ا  

لثامنالدرس ا  

لثالثالدرس ا  
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لخامسالدرس ا  

لسابعالدرس ا  

لرابع الدرس ا  
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لسابعالدرس ا  

لسابعالدرس ا  

لسابعالدرس ا  

لسابعالدرس ا  
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لتاسعالدرس ا  

لرابع الدرس ا  

لتاسعالدرس ا  

لتاسعالدرس ا  
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لسادسالدرس ا  

لسادسالدرس ا  
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لرابع الدرس ا  

لثالثالدرس ا  

لثالثالدرس ا  

لاول الدرس ا  
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لتاسعالدرس ا  

لسادسالدرس ا  



 

 إعداد : د. حيدر عامر السعافين   -أوراق عمل لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم     |    158من  156

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.5 ft /s  6  بمعدل ft ( يمشي رجل طوله  125)  

لخامسالدرس ا  

لرابع الدرس ا  

لثاني الدرس ا  

لثامنالدرس ا  

لثامنالدرس ا  
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لسابعالدرس ا  

لسابعالدرس ا  

لسابعالدرس ا  

السابعالدرس   

لثاني الدرس ا  
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