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  المساحة( 5ـ  3)

   
 
 
 
 

𝑦  لإيجاد المساحة تحت المنحنىفي هذا الدرس سوف نطور طريقة   = 𝑓(𝑥)   وفوق محور𝑥   على الفترة[𝑎, 𝑏] 
,𝑎]وذلك بعمل تجزئة منتظمة للفترة   𝑏]   إلى𝑛 سيكون عرض كل فترة جزئية  أجزاء متساوية ،∆𝑥 = 𝑏−𝑎𝑛 

 )مجاميع ريمان( طرق التقريب بالمستطيلات
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 

 التقريب اليساريثانياً: 

 التقريب اليميني أولًً: 

 التقريب المنتصفي ثالثاً: 

 : سنلاحظ في هذه الحالة أن
........... من المساحة الحقيقية  الأربعة المستطيلات  ات مساحمجموع 

 . تحت المنحنى

 : سنلاحظ في هذه الحالة أن
........... من المساحة الحقيقية  الأربعة المستطيلات  ات مساحمجموع 

 . تحت المنحنى

 : سنلاحظ في هذه الحالة أن
........... من المساحة الحقيقية  الأربعة المستطيلات  ات مساحمجموع 

 . تحت المنحنى
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 من قاعدتي نقطة النهاية اليسرى عادة أدق مجموع ريمان الذي يستخدم قيم نقطة المنتصف (  1 ملاحظات:    

 . ونقطة النهاية اليمنى                    

 ( كلما زاد عدد المستطيلات تحت المنحنى نحصل على مساحة أقرب إلى المساحة الحقيقية. 2                 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 صياغة تعريف موحد لمجاميع ريمان بالحالًت الثلاثة
 

 
𝒄𝒊: في التقريب اليميني  حيث = 𝒙𝒊        واليساري𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏         والمنتصفي𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏+𝒙𝒊𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 صغيرًا   nعندما يكون عدد المستطيلات التقريبية أولًً: إيجاد المساحة 

 
 لكل فترة جزئية وارسم الدوال  لنقطة المنتصفالمناظرة  التقديرنظم نقاط  ــ: 344تمارين صـ 

𝒇(𝒙)  (𝟏 ومستطيلات التقدير وأوجد مجموع ريمان:                          = 𝒙𝟐 + 𝟏                     ;      [𝟎 , 𝟐]         ;   𝒏 =  𝟒       
 الحل:

 
الفترات 
 الجزئية 

 طول الفترة 
x 

 الفترة منتصف 
ic 

 الارتفاع 
)if(c 

 المساحة
x ) .if(c 

 
     

 
     

 
     

 
     

𝑨𝟒   )التقريبية( مجموع المساحات =  ∑ 𝒇(𝒄𝒊𝟒
𝒊=𝟏 ) ∆𝒙  
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 استخدم قيم الدالة المعطاة لتقدير المساحة تحت المنحنى باستخدام قيم نقطة  ــ: 345تمارين صـ 
 النهاية اليسرى ونقطة النهاية اليمنى.                        

 
 

 ــــــــــــــــــــــــــــ الحل ــــــــــــــــــــــــــــ
,𝒂] الفترة: 𝒃] =  … … … … .. 

𝒏 عدد الفترات الجزئية )عدد المستطيلات(: =  … … 
𝒙∆  عرض كل فترة جزئية: = 𝒃−𝒂𝒏 =  … … … … … … … … …    

              
                 

(a :نقطة النهاية اليسرى      
 ……………………………………….………………………………………………………   ,   2.4   ,   2.0الًرتفاعات اليسرى: 

                      𝑨𝟖 =  ∑ 𝒇(𝒄𝒊𝟕
𝒊=𝟎 ) ∆𝒙 

 
............................................................................................................................. ......................................... 

 
 ........................................................................................ .............................................................................. 

 
............................................................................................................................. ......................................... 

 
 

(b :نقطة النهاية اليمني      
 ……………………………………….………………………………………………………   ,   2.6   ,   2.4الًرتفاعات اليمنى: 

                𝑨𝟖 =  ∑ 𝒇(𝒄𝒊𝟖
𝒊=𝟏 ) ∆𝒙 

 
............................................................................................................................. ......................................... 

 
 ........................................................................................ .............................................................................. 

 
............................................................................................................................. ......................................... 

هل يمكنك إيجاد  
x  بطريقة أخرى؟ 
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 ت ورموز هامةمفردا
 :المنتظمة ترميز النقاط في التجزئة

 
 

 𝒏عدد المستطيلات  عدد الفترات الجزئية المتساوية:
 

𝒙∆  عرض كل فترة جزئية: = 𝒃−𝒂𝒏    
                             
𝒙∆ أو                          = 𝒙𝒊 − 𝒙𝒊−𝟏           حيث 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … … , 𝒏    

 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 كبيرًا   nعندما يكون عدد المستطيلات التقريبية : إيجاد المساحة  ثانياً
 

 𝐜𝒊ون  قان 

   𝒊  قيم

 إلى من

 المنتصفي التقريب  
𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 + ∆𝒙𝟐  𝒊 = 𝟎     𝒊 = 𝒏 − 𝟏 

𝒄𝒊 = 𝒙𝒊 + 𝒙𝒊−𝟏𝟐  𝒊 = 𝟏 𝒊 = 𝒏 

𝒄𝒊 التقريب اليساري  = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 𝒊 = 𝟎     𝒊 = 𝒏 − 𝟏 

𝒄𝒊 اليميني التقريب   = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 𝒊 = 𝟏 𝒊 = 𝒏 
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 هامستطيلاً وقواعد nالمساحة تحت المنحنى على الفترة المعطاة باستخدام  قرب ــ: 344تمارين صـ 
                     (a            نقطة النهاية اليسرى(b         نقطة المنتصف(c نقطة النهاية اليمنى 

 𝟕) 𝒚 =  √𝒙 + 𝟐               𝒐𝒏 [𝟏 , 𝟒]       , 𝒏 = 𝟏𝟔 

 ــــــــــــــــــــــــــــ الحل ــــــــــــــــــــــــــــ
𝒙∆  عرض كل فترة جزئية: = 𝒃−𝒂𝒏 =  … … … … … … … … … 

(a التقريب اليساري:                              𝑨𝟏𝟔 =  ∑ 𝒇(𝒄𝒊𝟏𝟓
𝒊=𝟎 ) ∆𝒙 

 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
b(  المنتصفيالتقريب             
 

..........................................................................................................................................=  16A 
 
 
 

............................................................................................................................. ........................ 
 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
c(   اليمينيالتقريب             
 

...........................................................................................................................................=  16A 
 
 
 

............................................................................................................................. ................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 
 
 

𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 

 

 ................................... = 
 

𝒊من   = 𝒊إلى        𝟎 = 𝒏 − 𝟏 

 

𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 + ∆𝒙𝟐  

 

 ................................... = 
 

𝒊من   = 𝒊إلى        𝟎 = 𝒏 − 𝟏 

𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 

 

 ................................... = 
 

𝒊من   = 𝒊إلى        𝟏 = 𝒏 

 استخدم الآلة

 استخدم الآلة

 استخدم الآلة

 تفكير ناقد:
𝒏أوجد المساحة في كل من الحالًت الثلاثة عندما  = 𝟏𝟎𝟎   , 𝒏 = 𝟓𝟎 
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→ 𝒏عندما يكون عدد المستطيلات الدقيقة : إيجاد المساحة  ثالثاً ∞ 
 𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ ∑ 𝒇(𝒄𝒊𝒏

𝒊=𝟏 ) ∆𝒙  
  تحت المنحنى الدقيقةلإيجاد قيمة المساحة  مجموع ريمان والنهايةاستخدم  ــ: 344تمارين صـ 

 𝟏𝟒) 𝒚 =  𝟒𝒙𝟐 − 𝒙              𝒐𝒏 [𝟎 , 𝟏]  
             اليمينيالتقريب 

 وهو لً يؤثر على ناتج المساحة حيث إن المساحة الدقيقة في كل الحالًت ستكون نفسها بيمين الفترة لسهولة الحلاعتبرنا الحل 
 

.......................................................................................................................................  
 
 
 

............................................................................................................................. .......................... 
 
 
 

 ..................................................................................................... ............................................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ....................... 
 
 
 

..................................................... ................................................................................................................. 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 
 

 ...................................................................................... ................................................................................ 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 

....................................................................................... ............................................................................... 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 

∆𝒙 = 𝒃 − 𝒂𝒏 =  … … . … …. 
 𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 

 

 ....................... = 
 

𝒊من   = 𝒊إلى        𝟏 = 𝒏 
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  تحت المنحنى الدقيقةلإيجاد قيمة المساحة  مجموع ريمان والنهايةاستخدم  ــ: 344تمارين صـ 
 𝟏𝟑) 𝒚 =  𝟐𝒙𝟐 + 𝟏              𝒐𝒏 [𝟏 , 𝟑]  

             اليمينيالتقريب 
 وهو لً يؤثر على ناتج المساحة حيث إن المساحة الدقيقة في كل الحالًت ستكون نفسها بيمين الفترة لسهولة الحلاعتبرنا الحل 

 
.......................................................................................................................................  

 
 
 

 .................................................................................................................... ................................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ....................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ....................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 

....................................................................................... ............................................................................... 
 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 

 ................................................................................................................................. ..................................... 
 
 
 

 .......................................................................................... ............................................................................ 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 
 

....... ............................................................................................................................. .................................. 
 
 

............................................................................................................................. ......................................... 
 
 

....................................................................................... ............................................................................... 
 

∆𝒙 = 𝒃 − 𝒂𝒏 =  … … . … …. 
 𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊  ∆𝒙 

 

 ....................... = 
 

𝒊من   = 𝒊إلى        𝟏 = 𝒏 


