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 الرياضيات 
 فن وعلم

 الثاني عشر متقدم 
 الفصل الدراسي الثاني 

 𝟐𝟎𝟐𝟐\𝟐𝟎𝟐𝟑م

 الوحدة الرابعة
  𝟏تطبيقات الاشتقاق  

 رسم المنحنيات -التقعر –فترات التزايد والتناقص  –القيم القصوى 
 

 إعداد الأستاذ

 خالد ابوكف 
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 ( 1) تعريف

a)   للدالة نقول أن𝒇(𝒙)   عند    محليةعظمى قيمة   𝒙 = 𝒄    هي𝒇(𝒄)                                           
𝒇(𝒄)ذا كانت إ ≥ 𝒇(𝒙)    لكل𝒙   في فترة مفتوحة تحوي𝒄   

 

b)   للدالة نقول أن𝑓(𝑥)   محلية عند    صغرىقيمة   𝑥 = 𝑐     هي𝑓(𝑐)                                          
𝑓(𝑐)إذا كانت  ≤ 𝑓(𝑥)    لكل𝑥   في فترة مفتوحة تحوي𝑐   

  (2) تعريف

a)  للدالة نقول أن𝒇(𝑥)   عند   عظمى مطلقة قيمة   𝒙 = 𝒄    هي𝒇(𝒄)                                            
𝒇(𝒄)إذا كانت  ≥ 𝒇(𝒙)    لكل𝒙   مجال الدالةفي 

b)  للدالة نقول أن𝒇(𝑥)   عند    صغرى مطلقةقيمة   𝒙 = 𝒄    هي𝒇(𝒄)                                           
𝒇(𝒄)إذا كانت  ≤ 𝒇(𝒙)    لكل𝒙   مجال الدالةفي 

 

                                 ( 3) تعريف
 نقول أن   𝒄    عددا حرجا للدالة𝒇(𝒙)  إذا حقق الشرطين التاليين                                                                                 

a)  في مجال الدالة   قعي𝒇(𝒙)    

b)   𝒇′(𝒄) =                                               ةغير موجود  𝒇′(𝒄)  أو  𝟎
 عداد الحرجة عند بيانيا تكون الأ 

 س المدببة وؤ( الر4سية  (  المماسات الرأ3( المماسات الافقية  2نقاط عدم الاتصال    (1
 
  شروط الأعداد الحرجة تكون اطراف المجال اعداد حرجة ،إذا حققت 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 القيم القصوى المحلية

 القيم القصوى المطلقة

الأعداد الحرجة

𝟒)  القيم العظمى والصغرى − 𝟑) 
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  الشكل المجاور يمثل بيان الدالة𝒇(𝒙)  , اكمل الجدول التالي بالنسبة للدالة  𝒇(𝒙) 

 

 

 

 

 

 
  عداد الحرجةالأ (1

  المحلية القيم العظمى (2

  القيم الصغرى المحلية (3

اعداد حرجة لايوجد عندها  (4
 قيم قصوى

 

  فترات التزايد (5

  فترات التناقص (6

𝒇′(𝒙)حيث    𝒙قيم  (7 < 𝟎  

𝒇′(𝒙)حيث    𝒙قيم  (8 > 𝟎  

  علىفترات التقعرلأ (9

  سفلفترات التقعرلأ   (10

  نقاط الانعطاف   (11
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                ذا كانت موجودةإ( المطلقة و  استخدم التمثيل البياني لتحديد مكان القيم القصوى) المحلية (1

 في الفترات التالية                            للدالة

a) [𝟎, 𝟏) 

b) (𝟎, 𝟏) 

c) [−𝟎. 𝟓, 𝟎. 𝟓] 

 

d) (−𝟏, 𝟏) 

e) [𝟐, ∞) 

f) (−∞, ∞) 

 

لتحديد مكان القيم القصوى) المحلية و المطلقة ( إذا كانت  𝒇للدالة  استخدم التمثيل البياني (2
 في الفترات التاليةموجودة 

a) [𝟎, 𝟐] 

b) (−𝟏, 𝟏) 

c) [−𝟐, 𝟐] 

d) (−𝟐, ∞) 

 

e) (−∞, 𝟏) 
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𝒇(𝒙) = 𝟏𝒙𝟐 − 𝟏 
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                                    ذا كانت موجودةالمطلقة ( إواستخدم التمثيل البياني لتحديد مكان القيم القصوى) المحلية  (1

 في الفترات التالية                             للدالة

a) (−∞, 𝟏) ∪ (𝟏, ∞) 

 

 

b) (𝟎, 𝟏) 

 

c) [−𝟐, 𝟎. 𝟓] 

 

 

d) (−∞, 𝟏) 

 
 
 

لتحديد مكان القيم القصوى) المحلية و المطلقة ( إذا كانت  𝒇استخدم التمثيل البياني للدالة  (2
 في الفترات التالية موجودة  

 

a) (−𝟓, 𝟏) 

b) [−𝟓, 𝟏] 

 

c) [0 , 2] 

 

 

d) [𝟏 , ∞) 

 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏)𝟐 
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 عداد الحرجة لكل من الدوال التاليةأوجد كل الأ 

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 − 𝟓 

 

 

 

2) 𝒇(𝒙) = 𝟏𝟒 𝒙𝟒 + 𝟏𝟑 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝟔    , 𝒙 ∈ [−𝟐, 𝟒] 

 

 

3) 𝒇(𝒙) = √𝒙 − 𝟑 

 

 

 

4) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐𝒙+𝟐 

 

 

 

5) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑𝟒 − 𝟒𝒙𝟏𝟒 
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6) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙√𝒙 + 𝟏 

 

 

 

 

 

7) 𝒇(𝒙) = √𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐𝟑
 

 

 

 

 

 

8) 𝒇(𝒙) = |𝒙𝟐 − 𝟒𝒙| 
 

 

 

 

9) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐𝒙−𝟓 

 

 

 

10) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙  , 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐𝝅] 
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𝒇(𝒙)   ذا كان لمنحنىإ (1 = (𝒙 − 𝟐)𝟑 − 𝒂𝒙 + 𝒙هو  احرج عددا 𝟓 =  . 𝒂 فاوجد قيمة   𝟐

 

 

𝒇(𝒙)ذا كان لمنحنى إ (2 = 𝒙𝟑 − 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒙 ة هي حرج اداعدأ 𝟔 = 𝟐           

𝒙 و   = ,𝒂 فاوجد قيم       𝟏 𝒃 . 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)ذا كانت  إ (3 = 𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 + 𝒅  هو    لهذه الدالة    عداد الحرجةمجموع الأفإن 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝒇(𝒙)    كانت ذاإ (4 = 𝒙𝒆𝒂𝒙   ةوجد قيمفأ   𝒂   حيث𝒇  حرجة عند  ةلها نقط𝒙 = 𝟐  

 

 

 

 

 
 

𝒂)𝟏              𝒃) −𝒃𝒂               𝒄) 𝟐𝒃𝟑𝒄               𝒅) −𝟐𝒃𝟑       
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  ) نظرية القيم القصوى ( 

,𝒂]دالة متصلة على الفترة  𝒇(𝒙)إذا كانت  𝒃]   فإن لها قيم عظمى مطلقة و قيم صغرى مطلقة
,𝒂]عند أعداد في الفترة  𝒃]  . 

 
  الدوال التالية في الفترة المعطاةاوجد القيم القصوى المطلقة لكل من 

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟏     

    

   𝒂)  [𝟎, 𝟐]    
 

 

 

 

   𝒃) [−𝟑, 𝟐] 

 

 

2) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟖𝒙𝟐 + 𝟐    
  𝒂)[−𝟏, 𝟑]    
 

 

 

 

 

   𝒃)[−𝟑, 𝟏]          
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3) 𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐𝟑           ,    [−𝟏, 𝟖] 

 

 

 

 

4) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆−𝟒𝒙         ,    [𝟎, 𝟒] 
 

 

 

 

 

 

5) 𝒇(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝒙𝟐)         ,    [−𝟑, 𝟒] 

 

 

 

6) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙              ,    [𝟎, 𝟐𝝅] 
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 ) نظرية فيرمات ( 

 .    𝒇(𝒙)عدد حرج للدالة   𝒄  فإن  قيمة قصوى محلية   𝒇(𝒄)إذا كانت 
 

𝒇(𝒙)  للدالة  ذا كانإ (1 = 𝟐𝒙𝟑 + 𝒂𝒙𝟐    قيمة قصوى عند𝒙 =  𝒂فأوجد  قيمة    𝟐

 

 

𝒇(𝒙)  للدالة  ذا كانإ (2 = 𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + ,𝟏)قيمة قصوى عند  النقطة   𝟔 فأوجد  قيم    (𝟑 𝒂  و  𝒃 

 

 

𝒇(𝒙)   ذا كانتإ (3 = 𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 + 𝒅       قيم  فأوجد𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅 

,𝟎)  للدالة قيم قصوى عند النقاط حيث ,𝟏)و  (𝟏𝟔  ثم بين نوع القيم القصوى (𝟏𝟐
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  𝑰دالة قابلة للاشتقاق في الفترة   𝒇  على فرض أن  4.1النظرية 

𝒇′(𝒙)إذا كانت  (1 > 𝒙لكل قيم    𝟎 ∈ 𝑰   فإن𝒇  تكون متزايدة في𝑰 

𝒇′(𝒙)إذا كانت  (2 < 𝒙لكل قيم    𝟎 ∈ 𝑰   فإن𝒇  تكون متناقصة  في𝑰 

 إختبار المشتقة الأولى  4.2النظرية 

   فإن 𝑰عدد حرج في  𝒄وكان   𝑰دالة متصلة في الفترة    𝒇إذا كانت 

 + + + + +   - - - - -        إذا تغيرت أشارة المشتقة من موجب إلى سالب  𝒄قيمة عظمى محلية عند  للدالة (1

  - - - - - -+ + + +        إذا تغيرت أشارة المشتقة من سالب إلى موجب   𝒄قيمة صغرى محلية عند  للدالة (2

 
 وجد فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى مبينا نوعها للدوال التالية .أ 

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐 

 

 

 

 

2) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟒𝒙𝟑 

 

 

 

 

3) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆−𝟐𝒙 

 

 

المتزايدة والمتناقصةالدوال    (𝟒 − 𝟒) 

𝒄 𝒄 
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4) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟏+𝒙𝟒 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙      ,    [𝟎, 𝟐𝝅] 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 المجاورة اكمل العبارات 𝒇(𝒙)الشكل المجاور يمثل منحنى الدالة  (6
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 في الحالات التالية  𝒇(𝒙)ارسم تمثيلا بيانيا للدالة  (1

a) 𝒇(𝟎) = 𝟏 , 𝒇(𝟐) = 𝟑   ,   𝒇′(𝟎) =  𝒇′(𝟐) = 𝟎   𝒇′(𝒙) < 0  ; 𝑥 < 𝒙   و 0  > 2     ,  𝒇′(𝒙) > 0  ; 0 < 𝑥 <  2 

                                                                      

 

 

 

 

b) 𝒇(−𝟏) = 𝒇(𝟐) = 𝒇′(𝟐) = 𝒇′(𝟎) = 𝟎   , 𝒇(𝟎) = 𝟐   ,    𝒇′(−𝟏)غير موجودة    
    𝒇′(𝒙) < 0  ; 𝑥 < 𝒙   و 1−  > 0      ,     𝒇′(𝒙) > 0  ; −1 < 𝑥 <  0 

 

 

 

 

 

 𝒇′(𝒙)إذا كان الشكل المجاور يمثل رسمة  (2

a) لة اللد عداد الحرجة فأوجد الأ𝒇(𝒙) 

 
 
b) لة اوجد فترات التزايد والتناقص للدفأ𝒇(𝒙) 

 
 

c)  حدد قيم𝒙 للدالة  التي عندها قيم قصوى𝒇(𝒙) مبينا نوعها 
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𝒇′′(𝒙) تكون متزايدة و 𝒇′(𝒙) مقعرة للاعلى  إذا كانت مرسومة فوق مماساتها حيث𝒇نقول ان الدالة  > 𝟎    

𝒇′′(𝒙) تكون متناقصة و 𝒇′(𝒙) مماساتها حيث إذا كانت مرسومة تحت مقعرة للاسفل𝒇نقول ان الدالة و < 𝟎    

   1.5النظرية 

𝒇′′(𝒙)إذا كانت  (1 > 𝒙لكل قيم    𝟎 ∈ 𝑰   فإن𝒇 في  تكون مقعرة للاعلى𝑰 

𝒇′′(𝒙)إذا كانت  (2 < 𝒙لكل قيم    𝟎 ∈ 𝑰   فإن𝒇 في   تكون مقعرة للاسفل𝑰 

 عندها إتجاه التقعر بشرط أن تكون الدالة متصلة عندها في مجال الدالة يتغيرهي نقطة : الانعطافنقطة 

 وجد نقاط الانعطاف للدوال التالية حدد فترات التقعر وأ 

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏 

 

 

 

 

2) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑 

 

 

 
 

 

 

3) 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏𝒙 

 

 

𝟒)  التقعر وإختبار المشتقة الثانية − 𝟓) 
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4) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆−𝒙 

 

 

 

5) 𝒇(𝒙) = √𝒙𝟒𝟑 + 𝟒√𝒙𝟑
 

 

 

 

 

 

6) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙       ,     𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐𝝅] 
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 𝒇′(𝒙)إذا كان الشكل المجاور يمثل رسمة  (1

 𝒇للدالة  وجد فترات التقعر ونقاط الانعطافأ

 

 

 

 

 𝒇′′(𝒙)إذا كان الشكل المجاور يمثل رسمة  (2

 𝒇للدالة  وجد فترات التقعر ونقاط الانعطافأ

 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كان لمنحنى الدالة  (3 = 𝒂𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + ,𝟐)  نقطة انعطاف هي 𝟔 𝟒) 

 𝒂   ,   𝒃وجد قيم   فأ

 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كان لمنحنى الدالة  (4 = 𝒙𝟑 − 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒙عند   نقطة انعطاف  𝟔 = 𝟏 

𝒙عند     احرج اوعدد  =  𝒂   ,   𝒃وجد قيم   فأ     𝟒

 

 

 

 

-2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

f '(x)

 

-2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

f ''(x)

 



 خالدابوكف -اعداد : )1 تطبيقات المشتقات(  2220/2320

17 

 

 (إختبار المشتقة الثانية )  2.5النظرية 

𝒇′(𝒄) كانت   و     𝑰في الفترة  دالة متصلة   𝒇  على فرض أن = 𝟎 

𝒇′′(𝒄)إذا كانت  (1 >  تكون قيمة صغرى محلية  𝒇(𝒄)فإن      𝟎

𝒇′′(𝒄)إذا كانت  (2 <  ظمى محليةقيمة عتكون  𝒇(𝒄)فإن      𝟎

 لدوال التاليةاستخدم اختبار المشتقة الثانية لتحديد جميع القيم القصوى المحلية ل 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 

 

 

 

 
 

 

2) 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2
 

 

 

 

 

 

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥2+4𝑥  
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𝒇(𝒙)   ذا كانتإ (1 = 𝒙𝟒 + 𝒃𝒙𝟑 + 𝒄𝒙𝟐 + 𝒅𝒙   نه لوجود نقطتي انعطاف بين أ 

𝒄ن تكون فيجب أ < 𝟑𝟖 𝒃𝟐   حداثيات وبين أن مجموع إ𝒙  لنقطتي الانعطاف هو−𝒃𝟐 

 

 

 

 

 

 

 ن إذا علمت أ (2

 وجد مايليأ

a) الحرجة للدالة  عدادالا𝒇(𝒙)  ______________ 

 

b) الحرجة للدالة عداد الا𝒇′(𝒙)   _________________ 

 

c)  فترة تزايد الدالة𝒇(𝒙)   ___________________ 

d)  فترة تقعر الدالة𝒇(𝒙) سفل لأ ___________________ 

 
e) القيمة الصغرى المطلقة للدالة   𝒇(𝒙) هي   _______________ 

 
f)  الفترة التي يكون فيها منحنى الدالة𝒇(𝒙) هي علىومقعر للأ متناقص  ______ 
 

𝒇(𝒙) = 𝒙 √𝒙 − 𝟒𝟑
 

𝒇″(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟐𝟒𝟗 √(𝒙 − 𝟒)𝟓𝟑  𝒇′(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟏𝟐𝟑 √(𝒙 − 𝟒)𝟐𝟑  
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 حدد جميع المميزات المهمة لكل من الدوال التالية ومثلها بيانيا 

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐 
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𝟒)  نظرة عامة على رسم المنحنيات − 𝟔) 



 خالدابوكف -اعداد : )1 تطبيقات المشتقات(  2220/2320

20 

 

2) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝒙𝟐−𝟒 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 



 خالدابوكف -اعداد : )1 تطبيقات المشتقات(  2220/2320

21 

 

3) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏𝒙 
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 كانت إذا  𝑓(𝑥) لييناالت الجدولينوتحقق  [3,3−]دالة حدودية معرفه على الفترة 

 

 

 

 

 يما يلأوجد 

 النقاط الحرجة  (1

 فترات التزايد والتناقص   (2

 القيم القصوى ونوعها    (3

 فترات التقعر    (4

 نقاط الانعطاف  (5

 𝒇(𝒙)ارسم الدالة  (6

 

 

 

 

 

 

 

𝟑 𝟐 𝟏 𝟎 −𝟏 −𝟐 −𝟑 𝒙 

-6 -16 -11 0 11 16 6 𝒇(𝒙) 
15 0 -9 -12 -9 0 15 𝒇′(𝒙) 

18 12 6 0 -6 -12 -18 𝒇″(𝒙) 

𝟐 < 𝒙 < 𝟑 −𝟐 < 𝒙 <2 −𝟑 < 𝒙 < −𝟐 𝒙 

+ - + 𝒇′(𝒙) 

𝟎 < 𝒙 < 𝟑 −𝟑 < 𝒙 < 𝟎 𝒙 

+ _ 𝒇″(𝒙) 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

x

y
f (x)
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  لتكن 𝑓(𝑥) و  𝑔(𝑥)   على  متصلتان دالتان  (−∞, ,  𝒈′(𝒙)               بيان يمثلانالشكلان التاليان  و  (∞ 𝒇(𝒙)   

     

 

 

 

 

 

      

 كمل الجدول التاليأ

 𝒇(𝒙) 𝒈(𝒙) المطلوب

   فترات التزايد

   الحرجة الاعداد

   القيم العظمى المحلية

   علىفترات التقعرلأ

   سفلفترات التقعر لأ

   عطافنقاط الان

,𝒈(𝟎)رتب تنازليا القيم   (1 𝒈(𝟏), 𝒈(−𝟏)  ------------------------------------------------------------ 

″𝒇  و   سالبة  ′𝒇والتي عندها تكون     𝑥حدى قيم إ (2 = 0   ----------------------------- 

′𝒇  و   موجبة  ′′𝒇والتي عندها تكون     𝑥حدى قيم إ (3 = 0   ---------------------------- 
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 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)  و الشكلان التاليان يمثلان   [2,2−]على   متصلتان دالتان                                𝒇′(𝒙)  ,   𝒈″(𝒙)   وإذا كان للدالة𝒈(𝒙)    قيم قصوى عند   𝑥 = 1     ,   𝑥 = −1 
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 أكمل الجدول التالي 

 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 

   فترات التزايد

   الحرجة عدادالا

   القيم العظمى المحلية

   علىفترات التقعرلأ

   سفلفترات التقعر لأ

   عطافنقاط الان

  رتب تنازليا القيم𝒈′(𝟎), 𝒈′(−𝟐), 𝒈′(−𝟏)-------------------------------- 

  

 



 خالدابوكف -اعداد : )1 تطبيقات المشتقات(  2220/2320

25 

 

,لتكن (1 𝒈(𝒙), 𝒉(𝒙)   𝟔−]دوال متصلة على الفترة, 𝟒] 

,𝒉′′(𝒙)فيما يلي بيان كل من  𝒈′(𝒙) من الرسم أكمل العبارات التالية 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ) اختار الحرف المناسب لكل فقرة ( أكمل العبارات المجاورة 𝒇(𝒙)الشكل المجاور يمثل  (2
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e
.

  

 𝒈  النقاط الحرجة للدالة (1

 𝒈 للدالة  فترات التناقص (2

 

التي عندها قيمة عظمى   𝒙قيم  (3
 𝒈محلية للدالة 

 

 𝒈فترات التقعر لأعلى للدالة  (4

 

 𝒉فترات التقعر لأعلى للدالة  (1

 
 
 

 𝒉للدالة  نقاط الانعطاف (2

 
 
 

 𝒉′′′(−𝟐)قيمة  (3

1) 𝒇′′ > 𝟎  , 𝒇′ > 𝟎     ----------- 

2) 𝒇′′ < 𝟎  , 𝒇′ < 𝟎     ----------- 

3) 𝒇′′ > 𝟎  , 𝒇′ < 𝟎     ----------- 

4) 𝒇′′ < 𝟎  , 𝒇′ > 𝟎     ----------- 

5) 𝒇′′ > 𝟎  , 𝒇′ = 𝟎    ------------ 

6) 𝒇′′ = 𝟎  , 𝒇′ > 𝟎     ----------- 
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𝒇(𝒙)       للدالة ةد الحرجاعدالأ (1 = 𝒙 + 𝒆−𝒙   هي  

  

𝒇(𝒙)للدالة        ةالحرج داعدالأ (2 = 𝟓 − |𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 +   هي   |𝟑

 

𝒇(𝒙)عداد الحرجة للدالة       الأ (3 = 𝒙𝟐𝒍𝒏𝒙   هي  

  

𝒇(𝒙)عداد الحرجة للدالة       الأ (4 = 𝒙√𝒙𝟐+𝟏   هي  

  

𝒇(𝒙)عداد الحرجة للدالة       الأ (5 = 𝒙𝒍𝒏𝒙    هو 

  

𝒇(𝒙)عداد الحرجة للدالة       الأ (6 = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙       ,   𝒙 ∈ (𝟎 , 𝟐𝝅)   هي  

  

 

𝒇(𝒙)عداد الحرجة للدالة  عدد الأ (7 = |𝒔𝒊𝒏𝒙| 2−)في الفترة𝜋, 2𝜋)    هو 

 

𝒇(𝒙)ذا كانت   إ (8 = (𝒙 − 𝒂)𝟐 + (𝒙 − 𝒃)𝟐 + (𝒙 − 𝒄)𝟐    ن العدد الحرج للدالة هوفإ 

       

  

𝒂) 𝟎                        𝒃) 𝒆                   𝒄)   − 𝒆           𝒅)𝟏   

𝒂) 𝟏 , 𝟓                 𝒃) 𝟑 , 𝟓                𝒄) 𝟏 , 𝟐, 𝟑           𝒅) 𝟎, 𝟑, 𝟓  

𝒂) 𝟎                  𝒃) 𝟏 , 𝒆                𝒄)   𝟏√𝒆           𝒅) 𝟎  , 𝟏√𝒆       

𝒂) 𝟎                  𝒃) 𝟏                𝒄)   لايوجد                   𝒅) ∓ √𝟐𝟐             

𝒂) 𝟎                  𝒃) 𝟏                𝒄)  𝒆                   𝒅)𝒆𝟐           

𝒂) 𝝅𝟑  , 𝟐𝝅𝟑   , 𝟒𝝅𝟑          𝒃) 𝝅 , 𝟐𝝅𝟑            𝒄)  𝝅 , 𝟐𝝅𝟑   , 𝟒𝝅𝟑             𝒅)𝟎 , 𝝅𝟑  , 𝟐𝝅𝟑           

𝒂)𝒙 = 𝒂 + 𝒃 + 𝒄         𝒃)𝒙 = 𝒂+𝒃+𝒄𝟐         𝒄) 𝒙 = 𝒂+𝒃+𝒄𝟑         𝒅)𝒙 = 𝒂+𝒃+𝒄𝟒     

𝒂) 𝟑                  𝒃)𝟓                 𝒄) 𝟕           𝒅)𝟖        
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,  𝒇ذا كانت إ (9 𝒈    دالتين قابلتين للاشتقاق    و𝒙 = 𝒄   عدد حرج للدالتين فاي من الدوال التالية 

𝒙عند  احرج الها عدد        = 𝒄 

        

 ن الاعداد الحرجة هيفإ 𝒇(𝒙)  الشكل المجاور يمثل (10

 

 

 هي  𝒇(𝒙)ن الاعداد الحرجة للدالة  فإ 𝒇′(𝒙)الشكل المجاور يمثل  (11
 

 

 

𝑓(𝑥)عداد الحرجة للدالة    الأ (12 = {𝑥2               ,     𝑥 > 1𝑥2 + 4𝑥     ,     𝑥 ≤  هي  1

 

𝑓(𝑥)عداد الحرجة للدالة    الأ (13 = {3 − 𝑥3         ,     𝑥 < 1𝑥2 − 6𝑥      ,     𝑥 > 1 

 

𝒇(𝒙)   الدالة ذا كان لمنحنىإ (14 = 𝒙𝟐− 𝒂𝒙𝟑 هو  احرج اعدد𝑥 =   𝒂 وجد قيمةفأ 3

 

𝒂)𝒚 = 𝒇(𝒈(𝒙))                       𝒃)𝒚 = 𝒇(𝒈(𝒙 − 𝒄))     𝒄) 𝒚 = 𝒈(𝒇(𝒙 + 𝒄))              𝒅)𝒚 = 𝒇(𝒈(𝒄𝒙))         
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𝒂) 𝟎 , 𝟏                      𝒃) 𝟎 , 𝟐         𝒄) − 2 ,2                 𝒅)𝟎 , 𝟏 , 𝟐   
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𝒂) 𝟎 , 𝟒                      𝒃) 𝟎 , 𝟔         𝒄)𝟒                          𝒅)𝟎 , 𝟒 , 𝟔   

𝒂) 𝟎 , −𝟐                  𝒃) 𝟏 , −𝟐                𝒄)  𝟎 , 𝟏, −𝟐           𝒅) 𝟎 , 1     

𝒂) 𝟎 , 𝟏, 𝟔                  𝒃) 𝟎 , 𝟏 , 𝟑                 𝒄)  𝟎 , 𝟑           𝒅) 𝟎 , 1         

𝒂) 𝟎                  𝒃) 𝟑                 𝒄)  − 𝟑           𝒅) ± 3     
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𝒇(𝒙)  ذا كانت  )إ (15 = (𝒙 + 𝟏)𝒏 − (𝒏𝒙 + 𝒏حيث 𝟏 >  للدالة الحرجن العدد فإ)عدد صحيح(  𝟏
  هو

. 

𝒇(𝒙)عداد الحرجة للدالة   الأ (16 = 𝒙𝟒𝟑 + 𝟖𝒙𝟏𝟑  هي 

 
 

 
𝒇(𝒙)      القيمة العظمى المطلقة للدالة (17 = 𝟒𝒙    𝟏]في الفترة,  هي  [𝟒

 

 

𝒇(𝒙)      المطلقة للدالة الصغرىالقيمة  (18 = 𝟒𝒙𝟐    𝟒−]في الفترة,  هي  [𝟏−

 

𝒇(𝒙)      المطلقة للدالة القيمة الصغرى (19 = 𝒙 + 𝟒𝒙    𝟏]في الفترة,  هي  [𝟒

 

𝒇(𝒙)     القيمة العظمى المطلقة للدالة (20 = 𝒙𝒙𝟐+𝟏    𝟎]في الفترة,  هي  [𝟐

 

𝒇(𝒙)      القيمة العظمى المطلقة للدالة (21 = 𝒙 + 𝒆𝒙    𝟎]في الفترة,  هي  [𝟏

 

 

𝒇(𝒙)      المطلقة للدالة الصغرىالقيمة  (22 = √𝟐𝒙 − 𝒙𝟐     هي على مجالها 

 

𝒂) 𝟎                  𝒃) − 𝟏                 𝒄) 𝟏           𝒅)𝒏           

𝒂) − 𝟏                  𝒃)𝟏                 𝒄) 𝟒           𝒅)𝟏𝟔          

𝒂) − 𝟒                  𝒃) −𝟏𝟒                 𝒄) 𝟒           𝒅) 𝟏𝟒           

𝒂) − 𝟏                  𝒃)𝟐                 𝒄) 𝟒           𝒅)𝟓           

𝒂)𝟎                  𝒃)𝟎. 𝟒                𝒄) 𝟎. 𝟓           𝒅)𝟏          

𝒂)𝟏                  𝒃)𝒆                 𝒄) 𝟏 + 𝒆           𝒅)𝟐𝒆        

𝒂)𝟎                 𝒃)𝟏                  𝒄) 𝟐                     𝒅)𝟒           

𝒂) − 𝟏 , 𝟎         𝒃)  𝟎 , 𝟐           𝒄) − 2           𝒅) − 𝟐 , 𝟎           
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𝒇(𝒙)     القيمة العظمى المطلقة للدالة (23 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝒙𝟐)    𝟑−]في الفترة,  هي  [𝟒

 

 

𝒇(𝒙)     القيمة العظمى المطلقة للدالة (24 = {𝒙𝟐                 ,   − 𝟐 ≤ 𝒙 < 𝟏𝟑𝒙 − 𝟐         ,     𝟏 ≤ 𝒙 ≤  هي      𝟐

 

 

𝒇(𝒙)لدالة ا (25 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 −  متناقصة على الفترة 𝟓

 

𝒇(𝒙)لدالة ا  (26 = 𝒙 + 𝟒𝒙  على الفترة متزايدة 

 

𝒇(𝒙)لدالة ا (27 = 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 متناقصة على الفترة 

 

𝒇(𝒙)لدالة       ا (28 = √𝟔𝒙 − 𝒙𝟐 على الفترة تزايدةم 

 

𝒇(𝒙)لدالة ا (29 = 𝟏𝒙𝟐 متناقصة على الفترة 

 

 

𝒇(𝒙)لدالة ا (30 = 𝒙𝒆𝒙 متناقصة على الفترة 

 

𝒂)𝟎                  𝒃)𝟏                 𝒄) 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝟗)          𝒅) 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝟏𝟔)           

𝒂)𝟎                 𝒃)𝟏                  𝒄) 𝟒                      𝒅)𝟔      

𝒂)(−∞, 𝟎)               𝒃)(−∞, 𝟐)             𝒄)(𝟎, ∞)            𝒅)(𝟐, ∞)         

𝒂)(−𝟐, 𝟐)       𝒃)(−𝟐, 𝟎) ∪ (𝟎, 𝟐)      𝒄)(−∞, −𝟐) ∪ (𝟐, ∞)            𝒅)(−𝟐, ∞)      

𝒂)(−∞, 𝟎)               𝒃)(−∞, ∞)             𝒄)(𝟎, ∞)            𝒅)∅      

𝒂)(−∞, 𝟎)               𝒃)(−∞, ∞)             𝒄)(𝟎, ∞)            𝒅) ∅      

𝒂)(−𝟔, 𝟎)               𝒃)(𝟎, 𝟑)             𝒄)(𝟎, 𝟔)            𝒅)(𝟑, 𝟔)         

𝒂)(−∞, 𝟎)               𝒃)(−∞, −𝟏)             𝒄)(𝟎, ∞)            𝒅) ∅    
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   دالتين قابلتين للاشتقاق         𝒈 و   𝒇 بحيث أندوال متزايدة    𝒈(𝒙)و   𝒇(𝒙)إذا كانت   (31

 فأي من الدوال التالية تكون متزايدة

 
فأي من    دالتين قابلتين للاشتقاق 𝒈 و   𝒇 بحيث أن  متناقصة  𝒈(𝒙)و   متزايدة 𝒇(𝒙) إذا كانت (32

 الدوال التالية تكون متزايدة

 

𝒇′(𝒙)إذا كانت  (33 = 𝒈(𝒙)   و𝒈′(𝒙) = 𝒇(𝒙)    بحيث أن𝒇   و 𝒈          دالتين قابلتين للاشتقاق

𝒍(𝒙)ن الدالة فإ = 𝒇𝟐(𝒙) − 𝒈𝟐(𝒙)    تكون 

 

𝒇(𝒙)لدالة ا (34 = 𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙    على الفترةمتزايدة 

 

𝒇(𝒙)     لدالةا (35 = 𝒙𝒙  حيث  𝒙 >  متناقصة على الفترة 𝟎

 

𝒇′(𝒙) إذا كانت  (36 = 𝒙(𝒙 − 𝟑)𝟐(𝒙 +  متناقصة على الفترة  𝒇(𝒙)فإن  الدالة   𝟑(𝟒

 

 يلي تكون صحيحة فإن واحدة مما 𝒇′(𝒙)الشكل المجاور يمثل  (37
 

 

 

 

𝒂)  𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)            𝒃)𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)          𝒄) 𝒇(𝒈(𝒙))          𝒅)𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)   

𝒂)(−∞, 𝟎)               𝒃)(−∞, ∞)             𝒄)(𝟎, ∞)            𝒅)∅       

𝒂)(𝟎, 𝒆)                    𝒃)(𝒆, ∞)                  𝒄) (𝟎, 𝟏𝒆)            𝒅)∅         

𝒂)(−𝟒, 𝟎)               𝒃)(−∞, 𝟎)             𝒄)(𝟎, 𝟑)            𝒅)(−𝟒, ∞)     
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𝒂) 𝒇(−𝟐) > 𝒇(𝟒)               𝒃)  𝒇(𝟐) < 𝒇(𝟒)     𝒄) 𝒇(𝟐) = 𝒇(𝟒)               𝒅) 𝒇(−𝟐) < 𝒇(𝟒)     

𝒂)  𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)            𝒃)𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)          𝒄) 𝒇(𝒈(𝒙))          𝒅)𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)   

𝒂) متزايدة                  𝒃)متناقصة           𝒄)ثابتة                 𝒅)غيرذلك         
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 فإن واحدة ممايلي تكون صحيحة 𝒇(𝒙)الشكل المجاور يمثل  (38
 

 

 
 

𝒙أي من الدوال التالية لها نقطة انعطاف عند   (39 = 𝟎 

 

𝒇(𝒙)نقطة الانعطاف للدالة   (40 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 −  هي  𝟏

 

𝒇(𝒙)الانعطاف للدالة   عدد نقاط (41 = 𝒙𝟒 − 𝟔𝒙𝟐   هو 

 

𝒇(𝒙)الانعطاف للدالة   عدد نقاط (42 = 𝟐𝒙𝟒 − 𝟑𝒙   هو 

 

𝒇′′(𝒙)  حيث    𝒇(𝒙)  الانعطاف للدالة عدد نقاط (43 = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑   هو 

 

𝒇(𝒙)ذا كان لمنحنى إ (44 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝒎𝒙𝟐    نقطة انعطاف عند𝒙 =   𝒎فاوجد قيمة      𝟏

 

 
𝒇(𝒙)ذا كانت   إ (45 = (𝒙 − 𝒂)(𝒙 − 𝒃)(𝒙 − 𝒄)    ن للدالة  نقطة إنعطاف عندفإ 

       

 
 

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

f (x) 𝒂) 𝒇′(𝟐)𝒇′(𝟓) > 𝟎         𝒃)  𝒇′(𝟐)𝒇′(𝟓) < 𝟎        𝒄)  𝒇′(𝟏)𝒇′(𝟑) < 𝟎       𝒅)  𝒇′(𝟓)𝒇′(𝟔) < 𝟎 

𝒂)𝒄𝒐𝒔𝒙                𝒃)𝒙𝟒 − 𝟏                 𝒄) 𝒆𝒙             𝒅)𝒔𝒊𝒏𝒙    

𝒂)(𝟏, 𝟎)               𝒃)(𝟏, −𝟑)             𝒄)(𝟏, 𝟑)            𝒅)(−𝟑, 𝟏)         

𝒂)𝟎               𝒃)𝟏                     𝒄) 𝟐                  𝒅)𝟑         

𝒂)𝟎                 𝒃)𝟏                    𝒄) 𝟐                   𝒅)𝟑       

𝒂)𝟎                𝒃)𝟏                    𝒄) 𝟐                   𝒅)𝟑        

𝒂) − 𝟔                  𝒃) 𝟑                 𝒄) 𝟔          𝒅)𝟏𝟐           

𝒂)𝒙 = 𝒂 − 𝒃 − 𝒄         𝒃)𝒙 = 𝒂+𝒃+𝒄−𝟑         𝒄) 𝒙 = 𝒂+𝒃+𝒄𝟑         𝒅)𝒙 = 𝒂+𝒃+𝒄𝟔     



 خالدابوكف -اعداد : )1 تطبيقات المشتقات(  2220/2320

32 

 

𝒇(𝒙)اذا كان لمنحنى  (46 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒎𝒙𝟐    نقطة انعطاف عند𝒙 = 𝝅𝟔   وجد قيمة   فأ𝒎  

 

 

𝒇(𝒙)اذا كان لمنحنى  (47 = 𝒎𝒙𝟑 − 𝒏𝒙𝟐 − ,𝟏)نقطة انعطاف عند    𝟒   𝒏 و 𝒎  وجد قيمفأ  (𝟐

 

 

𝒇(𝒙)اذا كان لمنحنى  (48 = 𝒙𝟐𝒍𝒏𝒙    نقطة انعطاف عند𝑥 = 𝑒𝒎  ةفاوجد قيم  𝒎  
 

 

𝒇(𝒙) إذا كانت  (49 = 𝟒(𝒎 − 𝟓)𝒙𝟐 + 𝒙 −  سفلمقعرة لأ 𝒇التي تجعل  𝒎فما هي قيم   𝟑

 

 

𝒇(𝒙)لدالة       ا (50 = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟗𝒙𝟐 − 𝟐𝟒𝒙 −  في  الفترة  ىعللأة مقعر 𝟏𝟎
 

 

𝒇(𝒙)لدالة       ا (51 = 𝒙 + 𝟑𝒙−𝟐 في  الفترة  سفللأة مقعر 
 
 

𝒇(𝒙)لدالة       ا (52 = {𝒙𝟐 − 𝟒𝒙     ,       𝒙 > 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐   ,      𝒙 ≤  في  الفترة  علىلأة مقعر 𝟐

 

 
𝒇(𝒙)  لدالة اإذا كانت  (53 = 𝟐𝒙𝟐𝒙𝟐+𝟐 في  الفترة على لأة مقعر  (−√𝒎 , √𝒎)   فأوجد قيمة𝒎 

 

 

𝒂) (−∞, − 𝟑𝟐)        𝒃) (−∞, 𝟑𝟐)             𝒄) (𝟑𝟐 , ∞)            𝒅) (− 𝟑𝟐 , ∞)       

𝒂) 𝟏𝟒                  𝒃) 𝟏𝟐                 𝒄) √𝟑        𝒅) 
−𝟏𝟒        

𝒂) − 𝟔 , −𝟑                  𝒃) − 𝟔, 𝟐                 𝒄) − 𝟑, −𝟗          𝒅)𝟐, 𝟔      

𝒂)(−∞, 𝟐)       𝒃)(−∞, 𝟎)             𝒄)(𝟐, ∞)            𝒅)(−∞, ∞)         

𝒂)(−∞, 𝟏)       𝒃)(−∞, 𝟎)             𝒄)(𝟏, ∞)            𝒅)(−∞, ∞)         

𝒂) 𝟏𝟐                           𝒃) −𝟏  𝟐                          𝒄) −𝟑𝟐                         𝒅)𝟑      

𝒂)𝟏                  𝒃) 𝟏𝟑                     𝒄) 𝟐𝟑                    𝒅) 𝟐𝟗           

𝒂)  𝒎 = 𝟓               𝒃)  𝒎 > 𝟓                 𝒄)  𝒎 < 𝟓          𝒅) 𝒎 ≥ 𝟓      
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𝒇′′(𝟐)إذا كانت  (54 = 𝟓    , 𝒇′(𝟐) = 𝟎  , 𝒇(𝟐) = 𝒙عند  𝒇(𝒙)فإن للدالة     𝟖 = 𝟐 

 

 
  يلي تكون صحيحة فإن واحدة مما 𝒇′(𝒙)الشكل المجاور يمثل  (55

a) 𝒇(𝒙)  𝟒)متزايدة في الفترة, ∞) 

b) 𝒇(𝒙)  𝟎)متناقصة  في الفترة, 𝟔) 

c) 𝒇(𝒙) 𝟐)على  في الفترة مقعرةلأ, ∞) 

d) 𝒇(𝒙) 𝟎)سفل  في الفترة مقعرةلأ, 𝟔)  

  يلي تكون صحيحة فإن واحدة مما 𝒇′′(𝒙)الشكل المجاور يمثل  (56

a) 𝒇(𝒙) 𝟎)على في الفترة مقعرةلأ, ∞) 

b) 𝒇(𝒙) سفل  في الفترة مقعرةلأ(−∞, 𝟎) 

c) 𝒇(𝒙) على  في الفترة مقعرةلأ(−∞, ∞) 

d) 𝒇(𝒙) 𝟐−)سفل  في الفترة مقعرةلأ, 𝟐)  

,𝟒−]دالة متصلة على الفترة  𝒇(𝒙)حيث  𝒇′′(𝒙)الشكل المجاور يمثل   (57 𝟒]              

  فإن واحدة ممايلي تكون صحيحة
a) 𝒇(𝒙) 𝟐)على في الفترة مقعرةلأ,  فقط (𝟒

b) 𝒇(𝒙) 𝟒−)سفل  في الفترة مقعرةلأ, 𝟎) 

c) 𝒇(𝒙)   لها نقطة إنعطاف عند𝒙 = 𝟎 

d) 𝒇(𝒙)  لها نقطة إنعطاف عند𝒙 = 𝟐 

 

𝒂) عظمى محلية                  𝒃)صغرى مطلقة           𝒄)صغرى محلية         𝒅)عظمى مطلقة         
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