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 2021/2020الفصل الدراسً الثالث 

 

 الرٌاضٌات المتمدمة
 الثانً عشر المتمدم
  التكامل وتطبٌماته
 الوحدة السادسة 

 

 

 

 فمط الوحدة السادسة

 
 

 

 اعداد وتمدٌم

 مد ـصكبان صالح مح
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 الوحدة السادسة

  -سوف ندرس فً هذه الوحدة ما ٌلً : -: تطبٌمات التكامل المحدود

 حة بٌن منحنٌٌن .المسا           

 الحجم شرائح وألرص وحلمات . ) الحجوم والحجوم الدورانٌة (           

 الأحجام بالأصداف الأسطوانٌة .           

 طول الموس ومساحة السطح .           

 حركة الممذوفات .            

 تطبٌمات التكامل على الفٌزٌاء والهندسة .          

 لاحتمال .ادالة          

 

 المساحة بٌن منحنٌٌن

النماط مع نماط الفترة       فتكون هذه أو ) مع محور   ( نحدد نماط التماطع بٌن المنحنٌٌن -(:
 المعطاة هً حدود المساحة المطلوبة . 

 

  
 و احسب المساحة المحددة بالمنحنى                    -(:1س
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               احسب مساحة المنطمة المحددة بالمطع المكافئ  -:(2س
 والمستمٌمٌن 

 

 

  

 
 احسب مساحة المنطمة المحددة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:3س

 

 

 

 

 

 
 احسب مساحة المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:4س
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 البٌانٌٌن  أوجد مساحة المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن -(:5س

 

 

 

 

 
 على الفترة              .                              أوجد المساحة بٌن المنحنٌٌن  -(:6س

 

 

 

 
 ارسم وأوجد مساحة المنطمة التً تحددها تماطعات المنحنٌات  -(:7س

 

 

 
 أوجد لٌمة      بحٌث تكون  كما فً الشكل المجاور .                لتكن                   و  -(:8س
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 مساحة المنطمة بٌن المطع المكافًء                 والمستمٌم                  تساوي     -(:9س

            

 

 

 
              ( والمستمٌمٌن       xبٌن أن مساحة المنطمة المحددة بالمطع الزائد             ومحور )  -(:10س

 تساوي 

 

 

 

 
 احسب مساحة المنطمة بٌن المطعٌن المكافئٌن  -(:11س

 

 

 

 
 مساحة المنطمة المحددة بالمنحنٌٌن   -: سؤال
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  -لكل مما ٌلً :المحددة بٌن المنحنٌات التالٌة أوجد المساحة  -(:1-س(:

   على الفترة 
 ظلل المنطمة المطلوبة . ثم احسب مساحتها () 

 

 

 

 

 
 على الفترة      -(:2

 ظلل المنطمة المطلوبة . ثم احسب مساحتها ()  

   

 

 

 

 

 

 
3:)-    

   ) ظلل منطمة الحل . ثم احسب المساحة ( 
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4:)-  

   ) ظلل منطمة الحل . ثم احسب المساحة (  

 

 

 

 

 الحجوم                                               
ٌوازي أحد أو حول مستمٌم  أحد المحورٌنحجم مجسم وكذلن الحجم الناتج من الدوران حول  نجدسوف 

 .المحورٌن 

 هو          حجم المجسم الذي له مساحة ممطع عرضً -(:1

كما فً  لة                        لكل       أوجد حجم المبة التً لها ممطع عرضً ٌعطى بالعلا -(:1س
 الشكل المجاور ,

 

 

 

 

 

  -:  هً            أوجد حجم المجسمات التالٌة حٌث مساحة الممطع العرضى  -(:2س

1:)-  
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2:)-   

 

 
3:)-  

 

 
 أوجد الحجم إذا كان لدى            لاعدة المجسم      هً المنطمة المحدودة بواسطة                           -(:4

  a       مماطع عرضٌة مربعة )b . مماطع عرضٌة على شكل نصف دائرة )c:)-  مماطع عرضٌة مثلثات
 متساوٌة الأضلاع متعامدة على محور     . 
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  -هو :دورة كاملة  (  فمًالمحور الأ) حول محور    ٌكون حجم المجسم الناتج عن التدوٌر -: طرٌمة الألراص

   

 
 -ملاحظة:

 الاسطوانة تتولد من دوران مستطٌل .  -(:1

 المخروط ٌتولد من دوران مثلث . -(:2

 وهكذا  دائرة . الكرة تتولد من دوران نصف -(:3

 

 احسب الحجم المجسم الناتج من دوران المنطمة تحت المنحنى            على الفترة  -(:3س

 

 

 

 
احسب حجم المنطمة المحدودة بواسطة                                            بالدوران دورة كاملة حول  -(:4س

 محور 
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 احسب حجم المنطمة الحدودة بواسطة                                     بالدوران حول محور  -(:5س

 

 

 

 

 

 

 
  -:ٌكون  (  المحور الرأسً)       ل محور إذا كان الدوران حو -: ملاحظة

 
 

 أوجد حجم المجسم الناتج عن دوران المنطمة المحدودة بٌن المنحنٌٌن  -(:6س

 من                 الى                   حول محور  
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والمحورٌن الإحداثٌٌن           أوجد حجم المجسم الناتج عن دوران المنطمة المحدودة بالمنحنى         -(:7س
 . ثم تحمك هندسٌاً من خلال لانون حجم المخروط .       بالدوران حول محور 

 

 

 

 

 

 

 

  -: حجم المخروط

 

  -حساب الحجم عن طرٌك الحلمات :

 

 
  احسب حجم المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:8س

 محور       بالدوران حول            

 محور  
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احسب حجم المنطمة المحدودة بٌن المنحنٌٌن                                               وذلن بالدوران  -(:9س
 حول المستمٌم 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 حول المستمٌم  بٌن                                     وذلن بالدوراندودة حاحسب حجم المنطمة الم -(:10س

 ) ظلل المنطقة المحددة . ثم احسب الحجم الدوراني (          
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هً المنطمة المحدودة بواسطة                   والمستمٌم              أوجد أحجام المجسمات      لتكن  -(:11س
  -التً نحصل علٌها من دوران المنطمة حول :

 المستمٌم  -(:3      المستمٌم                       -(:2محور                         -(:1

 

 

  

  

  

 

 

 

  

 

 

على فرض ٌتم دوران مثلث رؤوسه                                      حول المحور      أثبت أن حجم  -(:12س
 المجسم هو 
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ن دوران هذه الناتج معلى فرض ٌتم تدوٌر الدائرة                     حول محور      بٌن أن حجم الكرة  -(:13س
 هو الدائرة 

 

 

 

 

 

 

 إن لاعدة المجسم       هً الدائرة                      أوجد الحجم إذا كان لدى       -(:14س

 على شكل نصف دائرة مماطع عرضٌة  -(:2        متعامدة على المحور مماطع عرضٌة مربعة (:  1
   متعامدة على المحور 
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 سطوانٌةبالأصداف الأالأحجام 
 ٌعتبر بدٌلاً لطرٌمة الحلمات التً مرت سابماً . والتً ٌكون فٌها حساب الحجم أسهل فً بعض الأحٌان . 

 

 

 

 

 

 استخدم طرٌمة الأصداف لأٌجاد حجم المجسم الذي تكون من دوران المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن  -(:1س

 المحور فً الربع الأول حول  

 

 

 

 

 

 

  الحجمكل صدفة ثم احسب  وارتفاع نصف لطرفً كل من التمارٌن التالٌة ارسم صدفة نوعٌة وحدد  -(:2س

a:)-  والمحور     حٌث                  حول               ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة 
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b:)-      والمحور     حٌث                  حول          ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة 

 

 

 

 

 

c:)-      ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                                            حول المحور 

 

 

 

 

 

 

 

D:)-  ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                                            حول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2
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E:)-  ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                                                        حول 

 

 

 

 

 

 

F:)-  ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                       حول 

 

 

 

 

 

 

 نً                   والمحور أوجد حجم المجسم الذي تكون من دوران المنطمة المحدودة بالتمثٌل البٌا -(:3س

 حول المستمٌم          
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لتكن      هً المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن                                    و              احسب  -(:4س
  -حجم المجسم الذي تكون من دوران المنطمة      حول المستمٌمات :

a:)-                   b:)-                c  :) 
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 حجم . كل  لإٌجاداستخدم افضل طرٌمة مناسبة  -(:5س

  -ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                 ,            و               حول :

a        المحور  :)b:)-         المحورc:)-               d:)-  
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xy4x 4y 

https://t.me/jawamea


 -اسم الطالب :              2021/2020الدراسً الثالث الفصل                 الثانً عشر المتمدم
  -) التعلم عن بعد(       المدرسة   : تطبٌمات التكامل وطرائك التكاملالرٌاضٌات المتمدمة        

  
  me/jawameahttps://tTelegram. جمٌع الدروس  YouTube                       صكبان صالح محمـد     

 السطح طول الموس ومساحة                                                

 

 

  -احسب طول المنحنى  لكل مما ٌلً : -(:1

a:)-                                              على الفترة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b:)-                                        فً الفترة 
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c:)-                        والفترة 

 

 

 

 

 

 

 

d:)-                                          والفترة. 

 

 

  

 

 

 

 

E:)-                                 واجب (                  على الفترة ( 
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F:)-                             على الفترة 

 

 

 

 

 

 

G :)-                                 من                  الى 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1
dy
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 الدورانً  مساحة السطح

 

 

 

 ) لا تنسى الكرة تتولد من دوران نصف دائرة (        نصف لطرها طول احسب مساحة سطح كرة   -(:1س

  -الحل:      
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 لطعة المنحنى              حٌث                  حول محور  دوران  السطح المتولد عناحسب مساحة  -(:2س

 

 

 

 

 

 

 

 لكل                   ٌعبر عن مساحة سطح متولد من تدوٌر المنحنى :  سؤال

 

 

 

 

على فرض أنه تم تدوٌر المربع المكون من جمٌع               , مع                  و                  ,  -(:3س
 حول محور       , احسب مساحة السطح .
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حول المحور                                                  على فرض أنه تم تدوٌر المثلث الذي رؤوسه  -(:4س
 ( ثم أكمل  yاوجد اولًأ معادلة المستمٌم الذي سٌدور حول محور  -) واجب :  أحسب  مساحة السطح . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الممذوفات  حركة                                                 
نٌوتن الثانً للحركة                  حٌث        هو مجموع الموى المؤثرة و       هو كتلة الجسم و     هو  لانون

                                                   تسارع الجسم . 

 متر                                          الموة الناتجة عن الجاذبٌة 

                                        لدم                                ,                             التسارع 

 

 لكل مما ٌلً                  حدد الشروط الإبتدائٌة                      -(:1س

 ةلك جسم من ارتفاع             مع سرعة متجهاط -(:2   .                 اسمط جسم من ارتفاع   -(:1 

 

 

 

 اطلك جسم من ارتفاع             مع سرعة متجهة                نزولاً .     -(:3

 

 

 6 5Projectile Motion

F= maFma

a(t)=h (t)

( 1, 1) (0,1) , (1, و(1  y

a(t)=h (t) = -9.8

a(t)=h (t) = -32

(0) , (0)y y 

80ft

40ft

10 /ft s

8 /ft s
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 الغواص بسرعة متجهة ابتدائٌة         وبدأإذا كان ارتفاع لوح الغطس              فوق مستوى سطح المٌاه  -(:2س

 بافتراض عدم وجود مقاومة هواء (جاه لأعلى( . كم بلغت السرعة المتجهة للغواص عند الاصطدام ) ) فً ات            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تم لذف كرة للأعلى بشكل مستمٌم من الأرض بسرعة متجهة ابتدائٌة                    بتجاهل مماومة  -(:3س
حدد المٌمة العظمى للإرتفاع وممدار الزمن الذي لطعته معادلة لارتفاع الكرة عند أي زمن     . و  أوجدالهواء . 

 الكرة فً الهواء . 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.5 m

2.4 m/s

19.6 ft/s

t

https://t.me/jawamea


 -اسم الطالب :              2021/2020الدراسً الثالث الفصل                 الثانً عشر المتمدم
  -) التعلم عن بعد(       المدرسة   : تطبٌمات التكامل وطرائك التكاملالرٌاضٌات المتمدمة        

  
  me/jawameahttps://tTelegram. جمٌع الدروس  YouTube                       صكبان صالح محمـد     

ٌسمط غطاس من ارتفاع             لغرض سبالات الغطس الأولمبً , ما السرعة المتجهة لهذا الغطاس  -(:4س
 ) تدرٌب (      لحظة الاصطدام بالماء .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

رادٌان من الأفك مع سرعة متجهة ابتدائٌة                   . حدد           أطلك جسم ما بزاوٌة        -(:5س
 زمن التحلٌك لهذا الجسم والمدى الأفمً .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

40 ft

= /3 80 /ft s
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  -:رادٌان فً الثانٌة مع أوجد معادلة الحركة الجانبٌة لمذٌفة جنونٌة , حٌث معدل الدوران               -(:6س

 الثاني  نيوتنقانون   -:ملاحظة                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

على فرض أن لطرات المطر تسمط من غٌمة على ارتفاع              فوق سطح الأرض . بتجاهل   -(:7س
 مماومة الهواء . ما هً سرعة سموط المطر عند ارتطامها بالأرض . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 

0 00 ,
2
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 كامل على الفٌزٌاء والهندسةتطبٌمات الت

 الشغل 

  -: لإٌجاد الشغل المبذول نتبع ما ٌلً

  .  للنابض نحدد لٌمة الثابت(: 1

            نجد -(:2

  نجري عملٌة التكامل -(:3

 (. ثابت النابضحيث      )  

بٌعً . أوجد الشغل المبذول فً على تمدد نابض               من طوله الط باوند تعمل لوة لدرها        -(:1س
 تمدد النابض                  أكثر من طوله الطبٌعً . 

 

 

 

 

 

 

 

تمدد على نابض           . أوجد الشغل المبذول فً تمدد هذا النابض            باوند أحدثت لوة من      -(:2س
 أبعد من طوله الطبٌعً .   
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وٌتم سحبها لأعلى على سطح لارب . السلسلة موجهة رأسٌاً  ft 40لها و طوIb 1000 تزن سلسلة  -(:3س
 أسفل السطح . احسب الشغل المبذول .   30ftوالجزء العلوي من السلسلة ٌبدأ فً المٌاه 

 

 

 

 

 

 

من الرمال  لكن تتسرب منه   Ib 100وٌحتوي الدلو مبدئٌاً على   ft/s 4بمعدل   80ftتم رفع دلو مسافة  -(:4س
 . احسب الشغل المبذول .   Ib/s 2بمعدل  رمالا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مٌل . حٌث   xرطل عندما تكون السٌارة فً المولع   800x (1-x)على فرض أن محرن سٌارة بذل لوة  -(:5س
 أن                 . احسب الشغل المبذول .

 

 

 

 

0 1x 
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المبذول فً تمدد هذا النابض        أبعد الشغل ,  أوجد احدثت لوة من         تمدد على نابض           -(:6س
 ) واجب وتدرٌب ( .    من طوله الطبٌعً .

 

 

 

 

 

 

 الموة الهٌدروستاتٌكٌة للسدود .

ٌتخذ السد شكلاً لشبه منحرف بإرتفاع          وٌبلغ العرض فً الجزء العلوي            والعرض فً  -(:7س
العظمى للموه الهٌدروستاتٌكٌة التً سٌحتاج إلٌها السد كً ٌصمد أمام الجزء السفلً             . أوجد المٌمة 

 المٌاه .

 

 

 

 

 

 

    لا تنسى تحوٌل الوحدات ) إذا كانت مختلفة ( لنوع واحد .    -ملاحظة :

 

 مركز الكتلة

 ٌعطى مركز كتلة الجسم بالعلالة 
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 هً الكثافة  ,          هً الكتلة .          حٌث 

 احسب الكتلة ومركز الكتلة لجسم ما بكثافة تبلغ                                             -(:3س

 ثم بٌن أن مركز الكتلة لٌس عند              .       

 

 

 

 

 

 

 

 إذا كانت كثافة سلن مستمٌم                                        وإذا كان طرفا السلن عند  -(:4 

 . احسب مركز كتلة السلن     

  

 

 

 

 

 لدٌنا ثلاث كتل هً                                                 كٌلو غرام  فً المواضع  -(:5س

 . احسب مركز الكتلة .على الترتٌب                                              
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 الاحتمال
 على فرض أن       هً متغٌر عشوائً له فرضٌته أي لٌمة   -ثافة الاحتمال (  :دلٌك لـ             ) ك تعرٌف

 لكل                    تكون كثافة الاحتمال لـ        دالة                تحمك . 

 أن تكون سالبة (. يمكنلا لكل                          )                        -(:1

 1الاحتمال الكلً                                 -(:2

 

 ٌعطً الاحتمال الذي تمع فٌه لٌمة        ) المرئٌة( بٌن          بالمساحة تحت التمثٌل البٌانً لـ 

 

 

  -ملاحظة :

 أثبت أن كل من الدوال المعطاة هً دالة           على الفترة المعٌنة . -(:1س

a:)-  

 

 

 

 

b:)-  
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c:)-  

 

 

 

 

 

d:)-  

 

 

 

 

على الفترة                               لمتغٌر عشوائً له               المتوسط الحسابً ٌعطى   -تعرٌف :
 بالصٌغة 

 

 

 إٌجاد لٌمة       التً تجعل الدالة              

 

 الفترة المعٌنة  أوجد لٌمة       التً تكون عندها                       على -(:2س

a:)-  

 

 

 

 

 

 1
( ) sin , 0,

2
f x x 

( )pdf f x ,a b
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b
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b:)-  

 

 

 

 

 

 

c :)-  

 

 

 

 

 

 

 

 على فرض أن العمر الافتراضً بالاعوام لعلامة تجارٌة معٌنة لمصباح ٌتم توزٌعه أسٌاً بواسطة  -(:3س

 أشهر أو ألل .  3. أوجد احتمال أن ٌدوم مصباح محدد لمدة                                        
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على فرض أن                                                 هً دالة كثافة الاحتمال لأطوال أشخاص ذكور  -(:4س
فً دولة الأمارات العربٌة المتحدة .                   أوجد احتمال أن ٌكون طول شخص إماراتً تم اختٌاره 

 عشوائٌاً بٌن                    و 

 

 

 

 

 

 

 الوسط والوسٌط  إٌجاد 

  -أوجد الوسط والوسٌط للمتغٌر العشوائً من           التالٌة : -(:5س
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 ٌتبع الى الوحدة الأخٌرة  مع خالص تحٌاتً للجمٌع ) لا تنسونا من صالح دعائكم ( 
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