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الرياضيات للصف الثاني عشر
المستوى المتقدم

2023/2024للسنة الدراسية 
الفصل الدراسي الثاني
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الوحدة الخامسة 
التكامل

الدرس الثالث
المساحة: اسم الدرس 
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أهداف التعلم

.تقريب قيمة المساحة تحت منحنى فى فترة معطاة باستخدام المستطيلات❑
حساب قيمة المساحة تحت المنحنى باستخدام المجاميع والنهايات❑
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نقطة المنتصف•

مفردات الدرس

مجموع ريمان•
نقطة النهاية اليمنى•

نقطة النهاية اليسرى•
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مقدمة
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Saturday, February 17, 2024 المساحة

𝒚لإيجاد قيمة المساحة تحت منحنى  = 𝒇(𝒙) وفوق محور السينات𝒙 على الفترة𝒂,𝒃
𝒇(𝒙)على فرض أن  ≥ [𝒂,𝒃]دالة متصلة فى الفترة 𝒇و 𝟎

:لتقريب المساحة 
فترات جزئية𝒏الى [𝒂,𝒃]تقسيم الفترة :تجزئة 
𝒙∆:طول كل فترة جزئية = 𝒃 − 𝒂𝒏

النقاط
𝒙𝟎 = 𝒂𝒙𝟏 = 𝒙𝟎 + ∆𝒙𝒙𝟐 = 𝒙𝟏 + ∆𝒙 وهكذا 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

𝒙∆ العرض𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊أنشئ مستطيلًا على كل فترة جزئية 
𝒇(𝒙𝒊)الطول  قيمة الدالة عند نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية

𝒏على فرض أن    = المساحة𝟒 : 𝑨 ≈ 𝒇 𝒙𝟏 ∆𝒙 + 𝒇 𝒙𝟐 ∆𝒙 + 𝒇 𝒙𝟑 ∆𝒙 + ⋯ . +𝒇 𝒙𝒏 ∆𝒙
𝒚المساحة تحت منحنى إذاا  = 𝒇(𝒙) مجموع مساحات المستطيلًتهي تقريباا

𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒
∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙المساحة : 𝑨 مجموع مساحة المستطيلًت ≈

= المساحة 𝑨 ≈ 𝑨𝟒 = 𝒇 𝒙𝟏 ∆𝒙 + 𝒇 𝒙𝟐 ∆𝒙 + 𝒇 𝒙𝟑 ∆𝒙 + 𝒇 𝒙𝟒 ∆𝒙
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥

𝑦المساحة اسفل  = 𝑓 𝑥

𝑦المساحة اسفل  = 𝑓 𝑥
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تقريب المساحة باستخدام المستطيلًت

الحل

𝒚أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + .مستطيلًت𝟒، باستخدام [𝟎,𝟐]على الفترة 𝟏

مثال

:عدد الفترات الجزئية 

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟎
𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟏 على 𝟎, 𝟐
∆𝒙 = 𝒃 − 𝒂𝒏 ∆𝒙 = 𝟐 − 𝟎𝟒 = 𝟏𝟐

𝒙𝟏 = 𝒙𝟎 + ∆𝒙 = 𝟎 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟐𝒙𝟐 = 𝒙𝟏 + ∆𝒙
𝒙𝟑 = 𝒙𝟐 + ∆𝒙 = 𝟏 + 𝟏𝟐 = 𝟑𝟐

𝐴 ≈ 𝐴4 = 𝑖=1
4 𝑓 𝑥𝑖 𝟏𝟐 = 𝟏𝟐 𝑖=1

4 𝑓(𝑥𝑖) 
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓 𝒙𝒊 ∆𝒙

𝒏 = 𝟒
:طول الفترة الجزئية 

= 𝟏𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟏
𝒙𝟒 = 𝒙𝟑 + ∆𝒙 = 𝟑𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟐 = 𝒃 𝐴4 = 𝟏𝟐 𝒇 𝒙𝟏 + 𝒇 𝒙𝟐 + 𝒇 𝒙𝟑 + 𝒇 𝒙𝟒𝐴4 = 𝟏𝟐 𝒇 𝟏𝟐 + 𝒇 𝟏 + 𝒇 𝟑𝟐 + 𝒇 𝟐

𝐴4 = 𝟏𝟐 𝟓𝟒 + 𝟐 + 𝟏𝟑𝟒 + 𝟓 = 𝟓. 𝟕𝟓

زئيةمستطيلًت واحد على كل فترة جأربعةأنشئ 

قيمة الدالة عند نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية

:النقاط 

,𝟎:الفترات الجزئية  𝟏𝟐 , 𝟏𝟐 , 𝟏 , 𝟏, 𝟑𝟐 و  𝟑𝟐 , 𝟐  

𝟎𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒𝟏𝟐 𝟏 𝟑𝟐 𝟐
∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙

𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖
𝒙∆ العرض مجموع مساحات المستطيلًت الأربعة ≈المساحة𝒇(𝒙𝒊)  الطول
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الحل

𝒚أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟏𝒙 مستطيلًت𝟑، باستخدام [𝟏,𝟒]على الفترة.

تمرين

:عدد الفترات الجزئية 

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟏
𝒇 𝒙 = 𝟏𝒙 على 𝟏, 𝟒

∆𝒙 = 𝒃 − 𝒂𝒏 ∆𝒙 = 𝟒 − 𝟏𝟑 = 𝟏
𝒙𝟏 = 𝒙𝟎 + ∆𝒙 = 𝟏 + 𝟏 = 𝟐𝒙𝟐 = 𝒙𝟏 + ∆𝒙
𝒙𝟑 = 𝒙𝟐 + ∆𝒙 = 𝟑 + 𝟏 = 𝟒 = 𝒃

𝑨 ≈ 𝑨𝟑 = 𝒊=𝟏
𝟑 𝒇 𝒙𝒊 ∆𝒙 = 𝒊=𝟏

𝟑 𝒇(𝒙𝒊)(𝟏) 
𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝒊=𝟏

𝒏 𝒇 𝒙𝒊 ∆𝒙

𝑛 = 3
:طول الفترة الجزئية 

= 𝟐 + 𝟏 = 𝟑 𝑨𝟑 = 𝒇 𝒙𝟏 + 𝒇 𝒙𝟐 + 𝒇 𝒙𝟑𝑨𝟑 = 𝒇 𝟐 + 𝒇 𝟑 + 𝒇 𝟒𝑨𝟑 = 𝟏𝟐 + 𝟏𝟑 + 𝟏𝟒 = 𝟏𝟑𝟏𝟐

رةمستطيلًت واحد على كل فتثلًثةأنشئ 

يةقيمة الدالة عند نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئ

:النقاط 

,𝟏الفترات الجزئية 𝟐 , 𝟐, 𝟑  and 𝟑, 𝟒  

𝟏𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑𝟐 𝟑 𝟒
∆𝒙 ∆𝒙 ∆𝒙

𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖
𝒙∆ :العرض مجموع مساحات المستطيلًت الثلًثة ≈المساحة𝒇(𝒙𝒊)   :الطول

تقريب المساحة باستخدام المستطيلًت
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𝒚أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة  تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 مستطيلًت𝟏𝟎، باستخدام [𝟎,𝟏]على الفترة.

:عدد الفترات الجزئية 
𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 على 𝟎, 𝟏

∆𝒙 = 𝒃 − 𝒂𝒏
𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝟏𝟎

∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝟏𝟎 = 𝟏𝟏𝟎
𝒙𝒊 = 𝒊𝟏𝟎

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝑖=1
10 𝑓 𝒊𝟏𝟎 𝟏𝟏𝟎

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓 𝒙𝒊 ∆𝒙

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝑖=1
10 𝟐 𝒊𝟏𝟎 − 𝟐 𝒊𝟏𝟎 𝟐 𝟏𝟏𝟎

= 𝟐𝟏𝟎𝟎 𝑖=1
10 𝒊 − 𝟐𝟏𝟎𝟎𝟎 𝑖=1

10 𝒊𝟐
𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓𝟎 × 𝟏𝟎(𝟏𝟎 + 𝟏)𝟐 − 𝟏𝟓𝟎𝟎 × 𝟏𝟎(𝟏𝟎 + 𝟏)(𝟐 𝟏𝟎 + 𝟏)𝟔

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟏𝟎 𝑖=1
10 𝟐 𝒊𝟏𝟎 − 𝟐 𝒊𝟏𝟎 𝟐

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓𝟎 × 𝟏𝟎(𝟏𝟏)𝟐 − 𝟏𝟓𝟎𝟎 × 𝟏𝟎(𝟏𝟏)(𝟐𝟏)𝟔 = 𝟎. 𝟑𝟑

𝑛 = 10
:طول الفترة الجزئية 

𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊قيمة الدالة عند نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية   : 𝒇 𝒙𝒊  𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝟏𝟎

𝒙𝒊النقاط = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

تقريب المساحة باستخدام المستطيلًت مثال
340 صفحة 3.1

الحل
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𝒚أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 مستطيلًا 𝟐𝟎، باستخدام [𝟎,𝟏]على الفترة.

:عدد الفترات الجزئية 

𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 على 𝟎, 𝟏
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝟏𝟎
∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝟐𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟓

𝒙𝒊 = 𝟎. 𝟎𝟓𝒊

𝐴 ≈ 𝐴20 = 𝑖=1
20 𝑓 𝟎. 𝟎𝟓𝒊 𝟎. 𝟎𝟓

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓 𝒙𝒊 ∆𝒙

𝐴 ≈ 𝐴20 = 𝑖=1
20 𝟐 𝟎. 𝟎𝟓𝒊 − 𝟐 𝟎. 𝟎𝟓𝒊 𝟐 𝟎. 𝟎𝟓

= 𝟏𝟐𝟎𝟎 𝑖=1
20 𝒊 − 𝟏𝟒𝟎𝟎𝟎 𝑖=1

20 𝒊𝟐
𝐴 ≈ 𝐴20 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 × 𝟐𝟎(𝟐𝟎 + 𝟏)𝟐 − 𝟏𝟒𝟎𝟎𝟎 × 𝟐𝟎(𝟐𝟎 + 𝟏)(𝟐 𝟐𝟎 + 𝟏)𝟔

𝐴 ≈ 𝐴20 = 𝟎. 𝟎𝟓 𝑖=1
20 𝟐 𝟎. 𝟎𝟓𝒊 − 𝟐 𝟎. 𝟎𝟓𝒊 𝟐

𝐴 ≈ 𝐴20 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 × 𝟐𝟎(𝟐𝟏)𝟐 − 𝟏𝟒𝟎𝟎𝟎 × 𝟐𝟎(𝟐𝟏)(𝟒𝟏)𝟔 = 𝟎. 𝟑𝟑𝟐𝟓

𝒏 = 𝟐𝟎
:طول الفترة الجزئية 

𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊قيمة الدالة عند نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية   : 𝒇 𝒙𝒊  𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝟐𝟎

𝒙𝒊:النقاط  = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

تقريب المساحة باستخدام المستطيلًت
340 صفحة 3.1

تمرين

الحل
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𝒚أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 𝟎,𝟏على الفترة.

𝒇ل كلما كبر عدد المستطيلًت المستخدمة نحصل على قيمة تقريبية للمساحة أفض 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 على 𝟎, 𝟏𝒏 𝑨𝒏𝟏𝟎𝟐𝟎𝟑𝟎𝟒𝟎𝟓𝟎𝟔𝟎𝟕𝟎𝟖𝟎𝟗𝟎𝟏𝟎𝟎

𝟎. 𝟑𝟑𝟎. 𝟑𝟑𝟐𝟓𝟎. 𝟑𝟑𝟐𝟗𝟔𝟑𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟏𝟐𝟓𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟐𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟐𝟒𝟏𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟐65𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟐𝟖𝟏𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟐𝟗𝟐𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟑

𝑨𝒏

𝟏𝟑

.قيمة تقريبية أفضل للمساحة الفعلياة𝑨𝒏ستكون  𝒏كلما كبرت 

المساحة الدقيقة = 𝟏𝟑 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐

340 صفحة 3.1

تمرين

الحل

تقريب المساحة باستخدام المستطيلًت
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أهداف التعلم

اتإيجاد قيمة المساحة تحت المنحنى باستخدام المجاميع والنهاي•
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فة على الفترة 𝒇لكل دالة  𝒇(𝒙)و [𝒂,𝒃]متصلة على 𝒇إذا كانت . [𝒂,𝒃]مُعرَّ ≥ . [𝒂,𝒃]على 𝟎
𝒚تحت منحنى 𝑨فإن المساحة  = 𝒇(𝒙) على[𝒂,𝒃] تعطى بالصيغة:

𝐴 = lim𝑛→∞ 𝐴𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥

3.1التعريف
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𝒚جد المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 [𝟎,𝟏]على الفترة
:من الفترات الجزئية  𝒏لعدد 

𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 على 𝟎, 𝟏
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏
∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝒏 = 𝟏𝒏

𝒙𝒊 = 𝒊𝒏𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝒊=𝟏
𝒏 𝒇(𝒙𝒊)∆𝒙

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓 𝒊𝒏 𝟏𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟐 𝒊𝒏 − 𝟐 𝒊𝒏 𝟐 𝟏𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏𝟐 𝑖=1
𝑛 𝒊 − 𝟐𝒏𝟑 𝑖=1

𝑛 𝒊𝟐
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏𝟐 × 𝒏(𝒏 + 𝟏)𝟐 − 𝟐𝒏𝟑 × 𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐 𝒏 + 𝟏)𝟔

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟐 𝟏𝒏 𝒊𝒏 − 𝟐 𝟏𝒏 𝒊𝟐𝒏𝟐

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 =  (𝒏 + 𝟏)𝒏 − (𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑𝒏𝟐𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟑𝒏𝟑𝒏 ∙  (𝒏 + 𝟏)𝒏 − (𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑𝒏𝟐𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟑𝒏𝟐 + 𝟑𝒏𝟑𝒏𝟐 − 𝟐𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 + 𝟏𝟑𝒏𝟐 = 𝒏𝟐 − 𝟏𝟑𝒏𝟐

:النقاط 

𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊قيمة الدالة عند نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية   : 𝒇 𝒙𝒊  𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝒏

𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

إيجاد قيمة المساحة بدقة
341 صفحة 3.2

مثال

الحل
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 [𝟎,𝟏]على الفترة
𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝒏𝟐 − 𝟏𝟑𝒏𝟐𝒏 = 𝟐𝟎𝟎 𝑨𝟐𝟎𝟎 = (𝟐𝟎𝟎)𝟐−𝟏𝟑(𝟐𝟎𝟎)𝟐 = 𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟓
𝒏 = 𝟓𝟎𝟎 𝑨𝟓𝟎𝟎 = (𝟓𝟎𝟎)𝟐−𝟏𝟑(𝟓𝟎𝟎)𝟐 = 𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟑32

𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝑨𝒏 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝒏𝟐 − 𝟏𝟑𝒏𝟐

𝒏حيث  → ∞

= 𝟏𝟑
:المساحة 

𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐

= 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟏𝒏𝟐𝟑𝒏𝟐

إيجاد قيمة المساحة بدقة
341 :صفحة 3.2

مثال

الحل
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙𝟐 + .[𝟏,𝟏−]على الفترة 𝟏

:من الفترات الجزئية 𝒏لعدد  
𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 على −𝟏, 𝟏
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏
∆𝒙 = 𝟏 − (−𝟏)𝒏 = 𝟐𝒏

𝒙𝒊 = −𝟏 + 𝒊 𝟐𝒏𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓 −𝟏 + 𝒊 𝟐𝒏 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟐 −𝟏 + 𝒊 𝟐𝒏 𝟐 + 𝟏 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟔𝒏 − 𝟏𝟔𝒏𝟐 𝑖=1

𝑛 𝒊 + 𝟏𝟔𝒏𝟑 𝑖=1
𝑛 𝒊𝟐

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟔𝒏 𝒏 − 𝟏𝟔𝒏𝟐 × 𝒏 𝒏 + 𝟏𝟐 + 𝟏𝟔𝒏𝟑 × 𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐 𝒏 + 𝟏)𝟔

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟐 𝟏 − 𝟒𝒊𝒏 + 𝟐𝒊𝒏 𝟐 + 𝟏 𝟐𝒏

𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟐 − 𝟖𝒊𝒏 + 𝟖𝒊𝟐𝒏𝟐 + 𝟏 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟑 − 𝟖𝒊𝒏 + 𝟖𝒊𝟐𝒏𝟐 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟔𝒏 − 𝟏𝟔𝒊𝒏𝟐 + 𝟏𝟔𝒊𝟐𝒏𝟑

:النقاط 

𝒇 𝒙𝒊 𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊اليمنى للفترة الجزئية النهاية نقطةقيمة الدالة عند :  𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝒏

إيجاد قيمة المساحة بدقة
Q13 344 صفحة

تمرين

الحل
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙𝟐 + .[𝟏,𝟏−]على الفترة 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟔𝒏 𝒏 − 𝟏𝟔𝒏𝟐 × 𝒏 𝒏 + 𝟏𝟐 + 𝟏𝟔𝒏𝟑 × 𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐 𝒏 + 𝟏)𝟔𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟔 − 𝟖 𝒏 + 𝟏𝒏 + 𝟖 (𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑𝒏𝟐𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟔 − 𝟖𝒏 + 𝟖𝒏 + 𝟖 (𝟐𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 + 𝟏)𝟑𝒏𝟐𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟔 − 𝟖𝒏 + 𝟖𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐 + 𝟐𝟒𝒏 + 𝟖𝟑𝒏𝟐𝒏 = 𝟏𝟎𝟎
𝑨𝟏𝟎𝟎 = 𝟔 − 𝟖(𝟏𝟎𝟎) + 𝟖𝟏𝟎𝟎 + 𝟏𝟔(𝟏𝟎𝟎)𝟐+𝟐𝟒(𝟏𝟎𝟎) + 𝟖𝟑(𝟏𝟎𝟎)𝟐 = 𝟑. 𝟑𝟑𝟑𝟔
𝒏 = 𝟓𝟎𝟎

𝑨𝟓𝟎𝟎 = 𝟔 − 𝟖(𝟓𝟎𝟎) + 𝟖𝟓𝟎𝟎 + 𝟏𝟔(𝟓𝟎𝟎)𝟐+𝟐𝟒(𝟓𝟎𝟎) + 𝟖𝟑(𝟓𝟎𝟎)𝟐 = 𝟑. 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟒𝟒

𝑨 = lim𝑛→∞ 𝐴𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥 𝒏عندما   → ∞

: المساحة

𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟔 − 𝟖𝒏 + 𝟖𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐 + 𝟐𝟒𝒏 + 𝟖𝟑𝒏𝟐
𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 6 − 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟖𝒏 + 𝟖𝒏 + 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟏𝟔𝒏𝟐 + 𝟐𝟒𝒏 + 𝟖𝟑𝒏𝟐
𝑨 = 𝟔 − 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟖𝒏𝟏𝒏 + 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟏𝟔𝒏𝟐𝟑𝒏𝟐

𝑨 = 𝟔 −𝟖 + 𝟏𝟔𝟑 = 𝟏𝟎𝟑

:𝒏لقيم أكبر من

Q13 344 صفحة تمرين

الحل

إيجاد قيمة المساحة بدقة
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد قيمة المساحة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙 + . 𝟏,𝟑على الفترة  𝟏

:من الفترات الجزئية  𝒏لعدد 

𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝟏 على 𝟏, 𝟑
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏
∆𝒙 = 𝟑 − 𝟏𝒏 = 𝟐𝒏

𝒙𝒊 = 𝟏 + 𝒊 𝟐𝒏
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 ( 𝒙𝒊 + 𝟏) 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝟏 + 𝟐𝒊𝒏 + 𝟏 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏 𝑖=1
𝑛 𝟐 + 𝟐𝒊𝒏𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 وعلا يوجد صيغة لتبسيط المجم

𝒏ةالحاسبعن طريق 𝒏من قيم كبيرلعدد 𝑨𝒏بإيجاد قيمة المساحةنقوم بتقدير = 𝟓𝟎𝟎𝑨𝟓𝟎𝟎 = 𝟐𝟓𝟎𝟎 𝑖=1
500 𝟐 + 𝟐𝒊𝟓𝟎𝟎= 𝟑. 𝟒𝟒𝟖𝟖𝟖𝟔𝟔𝟖𝟓

استخدم الآلة الحاسبة

:النقاط

𝒇 𝒙𝒊 قيمة الدالة عند نقطة : 
𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊النهاية اليمنى للفترة الجزئية 

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝒏

تقدير قيمة المساحة تحت المنحنى مثال

الحل

341 صفحة 3.3
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد قيمة المساحة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙 + . 𝟏,𝟑على الفترة  𝟏

𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝟏 على 𝟏, 𝟑
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏 𝑖=1

𝑛 𝟐 + 𝟐𝒊𝒏 𝑨𝒏  لقيم مختلفة من𝒏:𝒏 𝑨𝒏𝟏𝟎𝟓𝟎𝟏𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟏𝟎𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟎

𝟑. 𝟓𝟎𝟓𝟗𝟓𝟑. 𝟒𝟓𝟗𝟒𝟐𝟑. 𝟒𝟓𝟑𝟓𝟕𝟑. 𝟒𝟒𝟖𝟖𝟗𝟑. 𝟒𝟒𝟖𝟑𝟎𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟖𝟑

 (𝐀𝐧  أرقام عشرية  5تم تقريبها إلى أقرب)

𝒙 + 𝟏

𝟑.𝟒𝟒𝟕𝟖𝟑المساحة تقريباا
المساحة بدقة = 𝟏𝟔 − 𝟐𝟓𝟑 ≈ 𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟕𝟏𝟓𝟐𝟓

تقدير قيمة المساحة تحت المنحنى مثال

الحل

341 صفحة 3.3
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد المساحة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙  𝟎على الفترة, 𝝅𝟐.

𝒇:من الفترات الجزئية  𝒏لعدد  𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 على 𝟎, 𝝅𝟐∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛
𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏

∆𝒙 = 𝝅𝟐 − 𝟎𝒏 = 𝝅𝟐𝒏
𝒙𝒊 = 𝒊 𝝅𝟐𝒏

𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝒊=𝟏
𝒏 𝒇(𝒙𝒊)∆𝒙

𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝒊=𝟏
𝒏 𝐬𝐢𝐧(𝒙𝒊) 𝝅𝟐𝒏

𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝒊=𝟏
𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝝅𝒊𝟐𝒏 𝝅𝟐𝒏

𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝝅𝟐𝒏 𝑖=1
𝑛 𝐬𝐢𝐧 𝝅𝒊𝟐𝒏𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 لا يوجد صيغة لتبسيط المجموع

عن طريق الحاسوب𝒏من قيم كبيرلعدد 𝑨𝒏بإيجاد قيمة المساحةنقوم بتقدير

𝒏 = 𝟓𝟎𝟎
𝑨𝟓𝟎𝟎 = 𝝅𝟐(𝟓𝟎𝟎) 𝒊=𝟏

𝟓𝟎𝟎 𝐬𝐢𝐧 𝝅𝒊𝟐(𝟓𝟎𝟎)= 𝟏. 𝟎𝟎𝟏𝟓𝟔𝟗𝟗𝟕𝟒
𝒇استخدم الآلة الحاسبة 𝒙𝒊 قيمة الدالة عند نقطة : 

𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊النهاية اليمنى للفترة الجزئية 
𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝒏

:النقاط 

تقدير قيمة المساحة تحت المنحنى تمرين

الحل
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Saturday, February 17, 2024

𝒚جد قيمة المساحة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙  𝟎على الفترة, 𝝅𝟐.

𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 على 𝟎, 𝝅𝟐𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝝅𝟐𝒏 𝒊=𝟏
𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝝅𝒊𝟐𝒏 𝑨𝒏  لقيم مختلفة من𝒏:

𝒏 𝑨𝒏𝟏𝟎𝟓𝟎𝟏𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟏𝟎𝟎𝟎
𝟏. 𝟎𝟕𝟔𝟒𝟖𝟏. 𝟎𝟏𝟓𝟔𝟑𝟏. 𝟎𝟎𝟕𝟖𝟑𝟏. 𝟎𝟎𝟏𝟓𝟕𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟕𝟗

 (𝐀𝐧  أرقام عشرية 5تم تقريبها إلى أقرب)

𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟕𝟗المساحة تقريباا

𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙

المساحة بدقة = 𝟏

تقدير قيمة المساحة تحت المنحنى تمرين

الحل



+971566151988/محمد طه /أ

Saturday, February 17, 2024
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Saturday, February 17, 2024

نهاياتإيجاد قيمة المساحة تحت المنحنى باستخدام المجاميع وال•

أهداف التعلم
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Saturday, February 17, 2024

=𝒄𝒊حيث  𝒙𝒊 ( نقطة النهاية اليمنى  )  لكل ،𝒊 = 𝟏,𝟐, … ,𝒏

,𝒙𝟎,𝒙𝟏,𝒙𝟐لتكن  … … ,𝒙𝒏 تجزئة منتظمة للفترة𝒂,𝒃  حيث ،𝒙𝒊 − 𝒙𝒊−𝟏 = ∆𝒙 = 𝒃−𝒂𝒏،
,𝒄𝟏,𝒄𝟐اختر النقاط . 𝒊لكل  … ..,𝒄𝒏,  حيث يكون𝒄𝒊 أى نقطة فى الفترة الجزئية𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊،
𝒊لكل  = 𝟏,𝟐, … ,𝒏 ، ( ى نقاط القيم وهذه هونقاط القيم ،مجموع وإنَّ مجموع ريمان لهذه التجزئة ( . النقاط تسمَّ

𝒊=𝟏
𝒏 𝒇(𝒄𝒊)∆𝒙

𝒚، تكون المساحة تحت المنحنى 𝒇لدالة متصلة غير سالبة  = 𝒇(𝒙)  هى نهاية مجاميع ريمان:

𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝒊=𝟏
𝒏 𝒇(𝒄𝒊)∆𝒙

∋𝒄𝒊اختيار من نقاط لأىتكون النهاية هى نفسها  𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊 لكل𝒊 = 𝟏,𝟐, … ,𝒏

3. 2التعريف
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(اشرأو على الأقل ليس بشكل مب)نهاية مجموع ريمان إيجاد قيمة لا نستطيع عندما 

𝒏ن لقيم كبيرة ممجاميع ريمان المساحة بواسطة إيجاد قيمة تقريبيمكننا 
ماختيار نقاط القي

𝒄𝒊 = 𝒙𝒊نقطة النهاية اليمنى 𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏نقطة النهاية اليسرى 𝒄𝒊 = 𝟏𝟐 𝒙𝒊−𝟏 + 𝒙𝒊
نقطة المنتصف

𝒄𝒊∈ 𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊 𝒊لكل    = 𝟏,𝟐, … ,𝒏

اختيار نقطة القيمة
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ماختيار نقاط القي

𝒄𝒊 = 𝒙𝒊
نقطة النهاية اليمنى 𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏نقطة النهاية اليسرى نقطة المنتصف

𝒄𝒊∈ 𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊 𝒊لكل    = 𝟏,𝟐, … ,𝒏
𝒇المتزايدةللدالة  𝒙 = 𝟗𝒙𝟐 + 𝟎,𝟏على 𝟐

ةالمساحة المقرب > المساحة الدقيقة 
تحت المنحنى ةمقربالمساحة ال < المساحة الدقيقة 

تحت المنحنى

تعطي مساحة أكبر من المساحة 
المقدرة 

تعطي مساحة أقل من المساحة المقدرة 

اختيار نقطة القيمة

مثال

𝒄𝒊 = 𝟏𝟐 𝒙𝒊−𝟏 + 𝒙𝒊
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ماختيار نقاط القي

𝒄𝒊 = 𝒙𝒊نقطة النهاية اليمنى 𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏نقطة النهاية اليسرى نقطة المنتصف

𝒄𝒊∈ 𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊 𝒊لكل    = 𝟏,𝟐, … ,𝒏
المتناقصةللدالة 

المساحة المقربة < ة المساحة الدقيق
تحت المنحنى

المساحة المقربة > ة المساحة الدقيق
تحت المنحنى

تعطي مساحة أقل من المساحة المقدرة  تعطي مساحة أكبر من المساحة 
المقدرة 

اختيار نقطة القيمة

𝒄𝒊 = 𝟏𝟐 𝒙𝒊−𝟏 + 𝒙𝒊
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نقطة النهاية اليمنى

نقطة النهاية اليسرى

نقطة المنتصف

نقاط القيم 𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏
𝐴𝑛:مجموع ريمان  = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥

نقاط القيم  𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏
𝐴𝑛:مجموع ريمان  = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥

نقاط القيم 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏
𝐴𝑛:مجموع ريمان  = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥
𝒄𝒊 = 𝒂 + (𝒊 − 𝟏)∆𝒙

𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊 − 𝟏𝟐 ∆𝒙

𝒄𝒊 = 𝒙𝒊
𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏

𝒄𝒊 = 𝟏𝟐 𝒙𝒊−𝟏 + 𝒙𝒊

𝒚 = 𝒇 𝒙على 𝒂,𝒃 𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙∆𝒙 = 𝒃 − 𝒂𝒏𝒄𝒊∈ 𝒙𝒊−𝟏, 𝒙𝒊 𝒊 حيث   , = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏
اختيار نقطة القيمة

نقطة نهاية يمنى

نقطة نهاية يسرى

نقطة منتصف



+971566151988/محمد طه /أ

Saturday, February 17, 2024

𝒚قرّب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒏، باستخدام 𝟎,𝟏على الفترة  𝟏 = .مستطيلًا  𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى         ( cنقطة المنتصف    ( bنقطة النهاية اليسرى     ( aوقواعد القيم                    

𝒏لـ  = :مستطيلًا  𝟏𝟔

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟎
𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟎,𝟏على𝟏

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟔

∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝟏𝟔 = 𝟏𝟏𝟔
𝒙𝒊 = 𝒊𝟏𝟔

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝑖=1
16 𝑓 𝒊 − 𝟏𝟏𝟔 𝟏𝟏𝟔 = 𝑖=1

16 𝒊 − 𝟏𝟏𝟔 𝟐 + 𝟏 𝟏𝟏𝟔
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝟏𝟔 𝟏𝟕 𝟑𝟑𝟔 − 𝟐 𝟏𝟔 𝟏𝟕𝟐 + 𝟏𝟔 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 𝒊 − 𝟏𝟏𝟔 𝟐 + 𝟏

𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝑖=1

16 𝑖𝟐 − 𝟐𝒊 + 𝟏 + 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 1

= 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝟏𝟔 𝟏𝟔 + 𝟏 𝟐 𝟏𝟔 + 𝟏𝟔 − 𝟐 𝟏𝟔 𝟏𝟔 + 𝟏𝟐 + 𝟏(𝟏𝟔) + 𝟏𝟏𝟔 (𝟏)(𝟏𝟔)
a) نقطة النهاية اليسرى

𝒄𝒊 = 𝒊 − 𝟏𝟏𝟔
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏. 𝟑𝟎𝟐𝟕𝟑𝟒𝟑𝟕𝟓

𝒄𝒊 = 𝒂 + (𝒊 − 𝟏)∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 𝟏𝟏𝟔𝟐 𝒊 − 𝟏 𝟐 + 𝟏

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت تمرين

الحل

Q5 344 صفحة
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𝒚قرّب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒏، باستخدام 𝟎,𝟏على الفترة  𝟏 = .مستطيلًا   𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى         ( cنقطة المنتصف    ( bنقطة النهاية اليسرى      ( aوقواعد القيم                   

𝒏لـ  = :مستطيلًا  𝟏𝟔
𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟎,𝟏على𝟏

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟎
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝟏𝟔 = 𝟏𝟏𝟔
b) نقطة المنتصف 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊 − 𝟏𝟐 ∆𝒙

𝒄𝒊 = 𝒊 − 𝟏𝟐𝟏𝟔 𝒄𝒊 = 𝒊𝟏𝟔 − 𝟏𝟑𝟐 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟔
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝑖=1

16 𝑓 𝒊𝟏𝟔 − 𝟏𝟑𝟐 𝟏𝟏𝟔

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 𝒊𝟏𝟔 − 𝟏𝟑𝟐 𝟐 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 𝟏𝟏𝟔𝟐 𝒊 − 𝟏𝟐 𝟐 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝑖=1
16 𝑖𝟐 − 𝒊 + 𝟏𝟒 + 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1

16 1
= 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝟏𝟔 𝟏𝟔 + 𝟏 𝟐 𝟏𝟔 + 𝟏𝟔 − 𝟏𝟔 𝟏𝟔 + 𝟏𝟐 + 𝟏𝟒 (𝟏𝟔) + 𝟏𝟏𝟔 (𝟏)(𝟏𝟔)
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝟏𝟔 𝟏𝟕 𝟑𝟑𝟔 − 𝟏𝟔 𝟏𝟕𝟐 + 𝟒 + 𝟏
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏. 𝟑𝟑𝟑𝟎𝟎𝟕𝟖𝟏𝟑

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت تمرين

الحل

Q5 344 صفحة

𝒙𝒊 = 𝒊𝟏𝟔𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙
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𝒚قرّب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒏، باستخدام 𝟎,𝟏على الفترة  𝟏 = .مستطيلًا  𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى         ( cنقطة المنتصف    ( bنقطة النهاية اليسرى      ( aوقواعد القيم                   

𝒏لـ  = :مستطيلًا  𝟏𝟔

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟎,𝟏على𝟏
𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟎
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝟏𝟔 = 𝟏𝟏𝟔

𝒙𝒊 = 𝒊𝟏𝟔
𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

c) 𝒄𝒊نقطة النهاية اليمنى = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏𝒄𝒊 = 𝒊𝟏𝟔 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟔
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝑖=1

16 𝑓 𝒊𝟏𝟔 𝟏𝟏𝟔

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 𝒊𝟏𝟔 𝟐 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1
16 𝟏𝟏𝟔𝟐 𝒊 𝟐 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝑖=1
16 𝑖𝟐 + 𝟏𝟏𝟔 𝑖=1

16 1
= 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝟏𝟔 𝟏𝟔 + 𝟏 𝟐 𝟏𝟔 + 𝟏𝟔 + 𝟏𝟏𝟔 (𝟏)(𝟏𝟔)
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟏𝟔𝟑 𝟏𝟔 𝟏𝟕 𝟑𝟑𝟔 + 𝟏
𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏. 𝟑𝟔𝟓𝟐𝟑𝟒𝟑𝟑𝟕𝟓

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت تمرين

الحل

Q5 344 صفحة
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c) نقطة النهاية اليمنى

𝐴16 = 𝟏. 𝟑𝟔𝟓𝟐𝟑𝟒𝟑𝟑𝟕𝟓
b) نقطة المنتصف

𝐴16 = 𝟏. 𝟑𝟑𝟑𝟎𝟎𝟕𝟖𝟏𝟑
a) نقطة النهاية اليسرى

𝐴16 = 𝟏. 𝟑𝟎𝟐𝟕𝟑𝟒𝟑𝟕𝟓
المساحة الدقيقة 𝐴 = 𝟒𝟑 ≈ 𝟏. 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑

𝒚قرّب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒏، باستخدام 𝟎,𝟏على الفترة  𝟏 = .مستطيلًا  𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى         ( cنقطة المنتصف    ( bنقطة النهاية اليسرى      ( aوقواعد القيم                   

نقطة المنتصف تعطي أدق تقريب

تعطي مساحة أقل من
المساحة المقدّرة

تعطي مساحة أكبر من
المساحة المقدّرة

ةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مختلف تمرين

الحل

Q5 344 صفحة
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𝒚قرب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙  بأستخدام 𝟏,𝟏−على الفترة ،𝒏 = .مستطيلً  𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى( نقطة المنتصف    ج( نقطة النهاية اليسرى      ب( وقواعد القيم                    أ

𝒏لـ  = :مستطيلاا  𝟏𝟔

𝒙𝟎 = 𝒂 = −𝟏
𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙𝟏,𝟏−على

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟏 − (−𝟏)𝟏𝟔 = 𝟏𝟖
𝒙𝒊 = −𝟏 + 𝒊𝟖

𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙
a) نقطة النهاية اليسرى

𝒄𝒊 = −𝟏 + 𝒊 − 𝟏𝟖 𝐴16 = 𝟒. 𝟎𝟗𝟗𝟎𝟖𝟖𝟐𝟎𝟗
تعطي مساحة كبيرة 

𝒄𝒊 = 𝒙𝟎 + (𝒊 − 𝟏)∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏
𝒄𝒊الدالة تتناقصأنحيث  = −𝟏 + 𝒊𝟖 − 𝟏𝟖 = 𝒊𝟖 − 𝟗𝟖 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟔

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥 𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝑖=1

16 𝑓 𝒊𝟖 − 𝟗𝟖 𝟏𝟖

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆−𝟐 𝒊𝟖−𝟗𝟖

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆 𝟗𝟒− 𝒊𝟒

لا يوجد صيغة لتبسيط المجموع

𝐴استخدم الآلة الحاسبة ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆 𝟗𝟒− 𝒊𝟒

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت
تمرين

الحل

Q8 344 صفحة
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𝒚قرب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙  بأستخدام 𝟏,𝟏−على الفترة ،𝒏 = .مستطيلً  𝟏𝟔
ى         نقطة النهاية اليمن( نقطة المنتصف    ج( نقطة النهاية اليسرى      ب( وقواعد القيم                    أ

𝒏لـ   = :مستطيلاا  𝟏𝟔

𝒙𝟎 = 𝒂 = −𝟏
𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙𝟏,𝟏−على

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟔

∆𝒙 = 𝟏 − (−𝟏)𝟏𝟔 = 𝟏𝟖
𝒙𝒊 = −𝟏 + 𝒊𝟖

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥 𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝑖=1

16 𝑓 − 𝟏𝟕𝟏𝟔 + 𝒊𝟖 𝟏𝟖

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆−𝟐 −𝟏𝟕𝟏𝟔+ 𝒊𝟖

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆 𝟏𝟕𝟖 − 𝒊𝟒𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

b) نقطة المنتصف

𝒄𝒊 = −𝟏 + 𝒊 − 𝟏𝟐𝟖
لا يوجد صيغة لتبسيط المجموع

استخدم الآلة الحاسبة

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆 𝟏𝟕𝟖 − 𝒊𝟒

𝐴16 = 𝟑. 𝟔𝟏𝟕𝟒𝟑𝟐𝟔𝟒𝟖
𝒄𝒊 = −𝟏 + 𝒊𝟖 − 𝟏𝟏𝟔 = − 𝟏𝟕𝟏𝟔 + 𝒊𝟖

𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊 − 𝟏𝟐 ∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت
تمرين

الحل

Q8 344 صفحة
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Saturday, February 17, 2024

𝒚قرّب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙 باستخدام 𝟏,𝟏−على الفترة ،𝒏 = .مستطيلًا   𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى         ( cنقطة المنتصف    ( bنقطة النهاية اليسرى      ( aوقواعد القيم                    

𝒏لـ   = :مستطيلاا  𝟏𝟔

𝒙𝟎 = 𝒂 = −𝟏
𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙𝟏,𝟏−على

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟔

∆𝒙 = 𝟏 − (−𝟏)𝟏𝟔 = 𝟏𝟖
𝒙𝒊 = −𝟏 + 𝒊𝟖

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝑖=1

16 𝑓 −𝟏 + 𝒊𝟖 𝟏𝟖

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆−𝟐 −𝟏+ 𝒊𝟖

𝐴 ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆 𝟐− 𝒊𝟒𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

c) نقطة النهاية اليمنى

𝒄𝒊 = −𝟏 + 𝒊𝟖
لا يوجد صيغة لتبسيط المجموع

𝐴ةاستخدم الآلة الحاسب ≈ 𝐴16 = 𝟏𝟖 𝑖=1
16 𝒆 𝟐− 𝒊𝟒

𝐴16 = 𝟑. 𝟏𝟗𝟐𝟑𝟕𝟑𝟏𝟎𝟕
تعطي مساحة صغيرة

𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏
الدالة تتناقصأنحيث 

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت
تمرين

الحل

Q8 344 صفحة
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Saturday, February 17, 2024

𝒚قرب المساحة تحت المنحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒆−𝟐𝒙 باستخدام 𝟏,𝟏−على الفترة ،𝒏 = .مستطيلًا   𝟏𝟔
نقطة النهاية اليمنى         ( cنقطة المنتصف    ( bنقطة النهاية اليسرى      ( aوقواعد القيم                    

c) نقطة النهاية اليمنى

𝐴16 = 𝟑. 𝟏𝟗𝟐𝟑𝟕𝟑𝟏𝟎𝟕
b) نقطة المنتصف

𝐴16 = 𝟑. 𝟔𝟏𝟕𝟒𝟑𝟐𝟔𝟒𝟖
a) نقطة النهاية اليسرى

𝐴16 = 𝟒. 𝟎𝟗𝟗𝟎𝟖𝟖𝟐𝟎𝟗
المساحة الدقيقة 𝐴 = 𝒆𝟐 − 𝒆−𝟐𝟐 ≈ 𝟑. 𝟔𝟐𝟔𝟖𝟔𝟎𝟒𝟎𝟖

نقطة المنتصف تعطي أدق تقريب

تعطي مساحة كبيرة  تعطي مساحة صغيرة

لفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخت
تمرين

الحل

Q8 344 صفحة
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Saturday, February 17, 2024
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Saturday, February 17, 2024

إيجاد قيمة المساحة تحت المنحنى باستخدام المجاميع والنهايات

أهداف التعلم
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Saturday, February 17, 2024

𝒚إيجاد قيمة مجموع ريمان لـ  = 𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝒏حيث  𝟏,𝟑على الفترة 𝟏 = .𝟓𝟎𝟎𝟎و 𝟏𝟎,𝟓𝟎,𝟏𝟎𝟎,𝟓𝟎𝟎,𝟏𝟎𝟎𝟎
.نقطة النهاية اليمنى لكل فترة جزئية باعتبارها نقاط القيم ( cنقطة المنتصف   ( bنقطة النهاية اليسرى   ( aباستخدام    

𝒏لـ  = :مستطيلاا  𝟏𝟎

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟏
𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝟏,𝟑على𝟏

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟎

∆𝒙 = 𝟑 − 𝟏𝟏𝟎 = 𝟏𝟓
𝒙𝒊 = 𝟏 + 𝒊𝟓

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝑖=1
10 𝑓 𝒊𝟓 + 𝟒𝟓 𝟏𝟓

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝒊𝟓 + 𝟒𝟓 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝒊𝟓 + 𝟗𝟓𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

a) نقطة النهاية اليسرى

𝒄𝒊 = 𝟏 + 𝒊 − 𝟏𝟓

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟎
لا يوجد صيغة لتبسيط المجموع

𝐴استخدم الآلة الحاسبة ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝒊𝟓 + 𝟗𝟓𝐴10 = 𝟑. 𝟑𝟖𝟖𝟕𝟗𝟏𝟓𝟒𝟗

𝒄𝒊تعطي مساحة صغيرة  = 𝒂 + (𝒊 − 𝟏)∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏
𝒄𝒊الدالة تتزايدأنحيث  = 𝟏 + 𝒊𝟓 − 𝟏𝟓 = 𝒊𝟓 + 𝟒𝟓

إيجاد قيمة مجموع ريمان باستخدام نقاط قيم مختلفة
مثال

الحل

343 :صفحة 3.4
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Saturday, February 17, 2024

𝒚إيجاد قيمة مجموع ريمان لـ  = 𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝒏حيث  𝟏,𝟑على الفترة 𝟏 = .𝟓𝟎𝟎𝟎و 𝟏𝟎,𝟓𝟎,𝟏𝟎𝟎,𝟓𝟎𝟎,𝟏𝟎𝟎𝟎
.نقطة النهاية اليمنى لكل فترة جزئية باعتبارها نقاط القيم ( cنقطة المنتصف   ( bنقطة النهاية اليسرى   ( aباستخدام    

𝒏لـ   = :مستطيلاا  𝟏𝟎

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟏
𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝟏,𝟑على𝟏

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟑 − 𝟏𝟏𝟎 = 𝟏𝟓
𝒙𝒊 = 𝟏 + 𝒊𝟓𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟎

b) نقطة المنتصف

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟎𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝑖=1
10 𝑓 𝟗𝟏𝟎 + 𝒊𝟓 𝟏𝟓

𝒄𝒊 = 𝟏 + 𝒊 − 𝟏𝟐𝟓 𝒄𝒊 = 𝟏 + 𝒊𝟓 − 𝟏𝟏𝟎 = 𝟗𝟏𝟎 + 𝒊𝟓

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝟗𝟏𝟎 + 𝒊𝟓 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝟏𝟗𝟏𝟎 + 𝒊𝟓

علا يوجد صيغة لتبسيط المجمو

استخدم الآلة الحاسبة

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝟏𝟗𝟏𝟎 + 𝒊𝟓𝐴10 = 𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟖𝟖𝟕𝟕𝟑𝟑

𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊 − 𝟏𝟐 ∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏

مثال

الحل

إيجاد قيمة مجموع ريمان باستخدام نقاط قيم مختلفة

343 صفحة 3.4
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Saturday, February 17, 2024

𝒚إيجاد قيمة مجموع ريمان لـ  = 𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝒏حيث  𝟏,𝟑على الفترة 𝟏 = .𝟓𝟎𝟎𝟎و 𝟏𝟎,𝟓𝟎,𝟏𝟎𝟎,𝟓𝟎𝟎,𝟏𝟎𝟎𝟎
.نقطة النهاية اليمنى لكل فترة جزئية باعتبارها نقاط القيم ( cنقطة المنتصف   ( bنقطة النهاية اليسرى   ( aباستخدام   

𝒏لـ  = :مستطيلًا  𝟏𝟎

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟏
𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝟏 على 𝟏, 𝟑

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟑 − 𝟏𝟏𝟎 = 𝟏𝟓
𝒙𝒊 = 𝟏 + 𝒊𝟓
𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟎

c) نقطة النهاية اليمنى

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝟏𝟎
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥
𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝑖=1

10 𝑓 𝟏 + 𝒊𝟓 𝟏𝟓
𝒄𝒊 = 𝟏 + 𝒊𝟓

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝟏 + 𝒊𝟓 + 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝟐 + 𝒊𝟓

لا يوجد صيغة لتبسيط المجموع
استخدم الآلة الحاسبة

𝐴 ≈ 𝐴10 = 𝟏𝟓 𝑖=1
10 𝟐 + 𝒊𝟓

𝐴10 = 𝟑. 𝟓𝟎𝟓𝟗𝟒𝟖𝟖𝟑𝟕
𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . , 𝒏

تعطي مساحة كبيرة 
الدالة تتزايدأنحيث 

343 صفحة 3.4

مثال

الحل

إيجاد قيمة مجموع ريمان باستخدام نقاط قيم مختلفة
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Saturday, February 17, 2024

𝒚إيجاد قيمة مجموع ريمان لـ  = 𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝒏حيث  𝟏,𝟑على الفترة 𝟏 = .𝟓𝟎𝟎𝟎و 𝟏𝟎,𝟓𝟎,𝟏𝟎𝟎,𝟓𝟎𝟎,𝟏𝟎𝟎𝟎
𝒇.نقطة النهاية اليمنى لكل فترة جزئية باعتبارها نقاط القيم ( cنقطة المنتصف   ( bنقطة النهاية اليسرى   ( aباستخدام    𝒙 = 𝒙 + 𝟏 على 𝟏, 𝟑𝑨𝒏  لقيم مختلفة من𝒏:

𝒏 𝑨𝒏
نقطة النهاية اليسرى

𝑨𝒏
نقطة المنتصف

𝑨𝒏
𝟏𝟎𝟓𝟎𝟏𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟏𝟎𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟎نقطة النهاية اليمنى

𝟑. 𝟑𝟖𝟖𝟕𝟗𝟑. 𝟒𝟑𝟓𝟗𝟗𝟑. 𝟒𝟒𝟏𝟖𝟓𝟑. 𝟒𝟒𝟔𝟓𝟒𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟏𝟑𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟔𝟎

 (𝐀𝐧  أرقام عشرية 5تم تقريبها إلى أقرب)

𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟖𝟗𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟕𝟐𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟕𝟐𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟕𝟐𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟕𝟐𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟕𝟐

𝟑. 𝟓𝟎𝟓𝟗𝟓𝟑. 𝟒𝟓𝟗𝟒𝟐𝟑. 𝟒𝟓𝟑𝟓𝟕𝟑. 𝟒𝟒𝟖𝟖𝟗𝟑. 𝟒𝟒𝟖𝟑𝟎𝟑. 𝟒𝟒𝟕𝟖𝟑

𝟑.𝟒𝟒𝟕𝟕المجموعات الثلًث متقاربة عند نهاية مشتركة  ≈
للقيم النهاية اليمنىو نقطةنجد أن قيمتى مجموعتى نقطة النهاية اليسرى 

𝟑.𝟒𝟒𝟕𝟕يقتربان فى النهاية من 𝒏الأكبر من  

مثال

الحل

إيجاد قيمة مجموع ريمان باستخدام نقاط قيم مختلفة
343 صفحة 3.4
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Saturday, February 17, 2024 مجموع ريمان

𝒚لإيجاد قيمة المساحة الدقيقة تحت المنحنى تهونهاياستخدم مجموع ريمان  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙  𝟎,𝟏على الفترة
.

:فترات جزئية  𝒏لـ 

𝒙𝟎 = 𝟎
𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝟎,𝟏على

∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛
𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏

∆𝒙 = 𝟏 − 𝟎𝒏 = 𝟏𝒏 𝒙𝒊 = 𝒊𝒏𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓 𝒊𝒏 𝟏𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝒊𝒏 𝟐 + 𝟑 𝒊𝒏 𝟏𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟏𝒏𝟑 𝑖=1
𝑛 𝒊𝟐 + 𝟑𝒏𝟐 𝑖=1

𝑛 𝒊
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟏𝒏𝟑 × 𝒏 𝒏 + 𝟏 𝟐 𝒏 + 𝟏𝟔 + 𝟑𝒏𝟐 × 𝒏(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟏𝒏 𝑖=1
𝑛 𝒊𝟐𝒏𝟐 + 𝟑𝒊𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝒏 + 𝟏 𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐 +  𝟑(𝒏 + 𝟏)𝟐𝒏𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝒏 + 𝟏 𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐 + 𝟑𝒏𝟑𝒏 ∙  𝟑(𝒏 + 𝟏)𝟐𝒏𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐 + 𝟗𝒏𝟐 + 𝟗𝒏𝟔𝒏𝟐= 𝟏𝟏𝒏𝟐 + 𝟏𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐

𝒄𝒊:نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية 𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝒏𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

مثال

الحل

Q12 344 :صفحة
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𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝟏𝟏𝒏𝟐 + 𝟏𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐

𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝑨𝒏 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟏𝟏𝒏𝟐 + 𝟏𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒏𝟐
𝒏عندما     → ∞

= 𝟏𝟏𝟔
=:المساحة  𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟏𝟏𝒏𝟐𝟔𝒏𝟐

𝒚استخدم مجموع ريمان ونهاية لإيجاد قيمة المساحة الدقيقة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙  𝟎,𝟏على الفترة.

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 

مجموع ريمان مثال

الحل

Q12 344 صفحة
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𝒚استخدم مجموع ريمان ونهاية لإيجاد قيمة المساحة الدقيقة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝟒𝒙𝟐 − 𝒙  𝟏,𝟑على الفترة.

:فترات جزئية  𝒏لـ 

𝒙𝟎 = 𝒂 = 𝟏
𝒇 𝒙 = 𝟒𝒙𝟐 − 𝒙𝟏,𝟑على∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . 𝒏
𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙∆𝒙 = 𝟑 − 𝟏𝒏 = 𝟐𝒏

𝒙𝒊 = 𝟏 + 𝟐𝒊𝒏𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 𝑓 𝟏 + 𝟐𝒊𝒏 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1
𝑛 4 𝟏 + 𝟐𝒊𝒏 𝟐 − 𝟏 + 𝟐𝒊𝒏 𝟐𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏 𝑖=1
𝑛 𝟏𝟔𝒊𝟐𝒏𝟐 + 𝑖=1

𝑛 𝟏𝟒𝒊𝒏 + 𝑖=1
𝑛 𝟑

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟑𝟐𝒏𝟑 × 𝒏 𝒏 + 𝟏 𝟐 𝒏 + 𝟏𝟔 + 𝟐𝟖𝒏𝟐 × 𝒏 𝒏 + 𝟏𝟐 + 𝟐𝒏 × 𝟑𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟐𝒏 𝑖=1
𝑛 4 + 𝟏𝟔𝒊𝒏 + 𝟏𝟔𝒊𝟐𝒏𝟐 − 𝟏 − 𝟐𝒊𝒏

𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟏𝟔 𝒏 + 𝟏 𝟐𝒏 + 𝟏𝟑𝒏𝟐 +  𝟏𝟒 𝒏 + 𝟏𝒏 + 𝟔
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟏𝟔 𝒏 + 𝟏 𝟐𝒏 + 𝟏𝟑𝒏𝟐 + 𝟑𝒏𝟑𝒏 ∙  𝟏𝟒 𝒏 + 𝟏𝒏 + 𝟑𝒏𝟐𝟑𝒏𝟐 ∙ 𝟔
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝟑𝟐𝒏𝟐 + 𝟒𝟖𝒏 + 𝟏𝟔𝟑𝒏𝟐 + 𝟒𝟐𝒏𝟐 + 𝟒𝟐𝒏𝟑𝒏𝟐 + 𝟏𝟖𝒏𝟐𝟑𝒏𝟐

𝒄𝒊:نقطة النهاية اليمنى للفترة الجزئية 𝒙𝒊−𝟏,𝒙𝒊𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … . . , 𝒏

= 𝟑𝟐𝒏𝟑 𝑖=1
𝑛 𝒊𝟐 + 𝟐𝟖𝒏𝟐 𝑖=1

𝑛 𝒊 + 𝟐𝒏 𝑖=1
𝑛 𝟑

𝒄𝒊 = 𝒂 + 𝒊∆𝒙

مجموع ريمان مثال

الحل

Q14 344 صفحة
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𝑨 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝑨𝒏 = 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟗𝟐𝒏𝟐 + 𝟗𝟎𝒏 + 𝟏𝟔𝟑𝒏𝟐

𝒏عندما    → ∞

= 𝟗𝟐𝟑
:المساحة 

= 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ 𝟗𝟐𝒏𝟐𝟑𝒏𝟐

𝒚استخدم مجموع ريمان ونهاية لإيجاد قيمة المساحة الدقيقة تحت منحنى  = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙  𝟏,𝟑على الفترة.

𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝟗𝟐𝒏𝟐 + 𝟗𝟎𝒏 + 𝟏𝟔𝟑𝒏𝟐
𝑨 ≈ 𝑨𝒏 = 𝟑𝟐𝒏𝟐 + 𝟒𝟖𝒏 + 𝟏𝟔𝟑𝒏𝟐 + 𝟒𝟐𝒏𝟐 + 𝟒𝟐𝒏𝟑𝒏𝟐 + 𝟏𝟖𝒏𝟐𝟑𝒏𝟐

مجموع ريمان مثال

الحل

Q12 344 صفحة
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.  اية اليمنى المساحة تحت المنحنى باستخدام قيم نقطة النهاية اليسرى ونقطة النهير قدلتالتالي استخدم قيم الدالة المعطاة في الجدول 

𝒙 𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟑 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟓 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟕 𝟎. 𝟖𝑓(𝑥) 𝟐. 𝟎 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟕 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟎 𝟏. 𝟒 𝟎. 𝟔
𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒 𝒙𝟓 𝒙𝟔 𝒙𝟕 𝒙𝟖 نقاط  9لدينا

فترات جزئية 8لدينا 

مستطيلًت8سنقوم باستخدام  

𝒏 = 𝟖

نقطة النهاية اليسرى

= 𝟎. 𝟏 𝒇 𝒙𝟎 + 𝒇 𝒙𝟏 + 𝒇 𝒙𝟐 + 𝒇 𝒙𝟑 + 𝒇 𝒙𝟒 + 𝒇 𝒙𝟓 + 𝒇 𝒙𝟔 + 𝒇 𝒙𝟕
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝒄𝒊 = 𝒙𝒊−𝟏
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟎. 𝟖 − 𝟎𝟖 = 𝟎. 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴8 = 𝑖=1
8 𝑓(𝒙𝒊−𝟏)(𝟎. 𝟏)𝐴 ≈ 𝐴8 = 𝟎. 𝟏 𝑖=1

8 𝑓(𝒙𝒊−𝟏) = 𝟎. 𝟏  𝟐. 𝟎 +𝟐. 𝟒 +𝟐. 𝟔 +𝟐. 𝟕 +𝟐. 𝟔 +𝟐. 𝟒 +𝟐. 𝟎 +𝟏. 𝟒 = 𝟏. 𝟖𝟏

مثال

الحل

تلفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخ
Q35 345 صفحة
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.  اية اليمنى استخدم قيم الدالة المعطاة في الجدول التالي لتقدير المساحة تحت المنحنى باستخدام قيم نقطة النهاية اليسرى ونقطة النه

𝒙 𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟑 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟓 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟕 𝟎. 𝟖𝑓(𝑥) 𝟐. 𝟎 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟕 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟎 𝟏. 𝟒 𝟎. 𝟔
𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒 𝒙𝟓 𝒙𝟔 𝒙𝟕 𝒙𝟖 نقاط  9لدينا

فترات جزئية 8لدينا 

مستطيلًت8سنقوم باستخدام  

𝒏 = 𝟖

نقطة النهاية اليمنى

= 𝟎. 𝟏 𝒇 𝒙𝟏 + 𝒇 𝒙𝟐 + 𝒇 𝒙𝟑 + 𝒇 𝒙𝟒 + 𝒇 𝒙𝟓 + 𝒇 𝒙𝟔 + 𝒇 𝒙𝟕 + 𝒇 𝒙𝟖
𝐴 ≈ 𝐴𝑛 = 𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝒄𝒊 = 𝒙𝒊
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛 ∆𝒙 = 𝟎. 𝟖 − 𝟎𝟖 = 𝟎. 𝟏

𝐴 ≈ 𝐴8 = 𝑖=1
8 𝑓(𝒙𝒊)(𝟎. 𝟏)

𝐴 ≈ 𝐴8 = 𝟎. 𝟏 𝑖=1
8 𝑓(𝒙𝒊) = 𝟎. 𝟏  𝟐. 𝟒 +𝟐. 𝟔 +𝟐. 𝟕 +𝟐. 𝟔 +𝟐. 𝟒 +𝟐. 𝟎 +𝟏. 𝟒 +𝟎. 𝟔 = 𝟏. 𝟔𝟕

تمرين

الحل

تلفةتقدير قيمة المساحة باستخدام نقاط قيم مخ

Q35 345 صفحة



+971566151988/محمد طه /أ

Saturday, February 17, 2024

 344 صفحة

لإيضاح أن المجموع 3.5أنشئ جدولاا لمجموع ريمان كما في المثال -
ة اليسرى باستخدام قيم نقطة النهاية اليمنى ونقطة المنتصف ونقطة النهاي

𝒏تتقارب كلها من القيمة ذاتها عندما  → ∞
17.𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝟏, 𝟏, 𝟑      18. 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝟏, −𝟏, 𝟏  

حنى استخدم قيم الدالة المعطاة لتقدير المساحة تحت المن-36
نىباستخدام قيم نقطة النهاية اليسرى ونقطة النهاية اليم

x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6𝒇(𝒙) 2.0 2.2 1.6 1.4 1.6 2.0 2.2 2.4 2.0

م نقاط التقدير المناظرة لنقطة المنتصف لكل فترة جزئية، وارس- م الدوال نظِّّ
.ومستطيلًت التقريب وجد قيمة مجموع ريمان

- 2.𝒇 𝒙 =  𝒙𝟑 − 𝟏 𝒂 𝟏, 𝟐 , 𝒏 = 𝟒: 𝒃 𝟏, 𝟑 , 𝒏 = 𝟒 
- 4. 𝒇 𝒙 = 𝟒 − 𝒙𝟐.  𝒂 −𝟏, 𝟏  , 𝐧 = 𝟒 ∶  𝐛 −𝟑, −𝟏 , 𝒏 = 𝟒

𝒏، قرّب المساحة تحت المنحنى على الفترة المعطاة باستخدام10-5في التمارين 
مستطيلًا وقواعد القيم

a )نقطة النهاية اليسرى    b )نقطة المنتصف   c )نقطة النهاية اليمنى
7. 𝒚 = 𝒙 + علي 𝟐 𝟏, 𝟒 , 𝒏 = 𝟏𝟔
9. 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 علي 𝟎, 𝝅/𝟐 , 𝒏 = 𝟓𝟎
10. 𝒚 = 𝒙𝟑 − علي 𝟏 −𝟏, 𝟏 , 𝒏 = 𝟏𝟎𝟎

الواجب المنزلى

استخدم مجموع ريمان ونهاية لإيجاد قيمة المساحة الدقيقة تحت المنحنى-
- 11.𝒚 = 𝒙𝟐 + علي 𝟏 𝒂 𝟎, 𝟏 ∶ 𝒃 𝟎, 𝟐 ∶ 𝒄 𝟏, 𝟑
- 13. 𝒚 = 𝟐𝒙𝟐 + علي 𝟏 𝒂 𝟎, 𝟏 ∶ 𝒃 −𝟏, 𝟏 ∶ 𝒄 𝟏, 𝟑
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