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ة  لإيجاد قيمة النهاية  𝐥𝐢𝐦𝐱→𝟎  .𝟐𝟗    استخدم نظرية الشطير   𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧( 𝟏𝒙 )  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ة لماذا لا  يمكن استخدام . 30 𝒍𝒊𝒎𝐱→𝟎  لإثبات أنّ  نظرية الشطير  𝑥2 sec ቀ1𝑥ቁ =  ، استكشف هذه النهاية بيانياً .   0

 

  

 متقدم 12 –مادة الرياضيات  –الأسئلة المقالية

 ) نظرية  الشطيرة / الاحاطة (  3.5النظرية 

𝑓(𝑥)افترض أنّ      ≤ 𝒈(𝒙) ≤ ℎ(𝑥)              لكل𝑥    ما عدا النقطة𝑎 ∈ (𝑐, 𝑑) 

𝑙𝑖𝑚 𝑥→𝑎و أنّ     𝑓(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚 𝑥→𝑎  ℎ(𝑥) = 𝐿              ّفإن𝒍𝒊𝒎 𝒙→𝒂  𝒈(𝒙) = 𝑳 
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ة لإثبات أنّ     31 𝐥𝐢𝐦𝐱→𝟎+  ξ𝒙استخدم نظرية الشطير 𝐜𝐨𝐬𝟐( 𝟏𝒙 ) = ن    𝟎   ، ℎو    𝑓 و عرّف دالتير

𝒇(𝒙)و وضّح بيانياً أنّ     ≤ 𝐥𝐢𝐦𝐱→𝟎+  ඥ𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐( 𝟏𝒙 ) ≤ 𝒉(𝒙)       لجميع قيم𝑥 > 𝐥𝐢𝐦𝐱→𝟎+  𝒇(𝒙)، و علّل  أنّ  0 = 𝟎  

𝐥𝐢𝐦𝐱→𝟎+ 𝒉(𝒙)و       = 𝟎 

 

 

 

 

 

 

 

 

ض أنّ . 32 ห𝒇(𝒙)หثابتة بحيث تكون         𝑀محدودة ، بمعنن أنّ هناك قيمة   𝑓(𝑥)افير ≤   𝑴      لجميع قيم𝑥    
ة،  𝑙𝑖𝑚𝑥→0  𝑥2𝑓(𝑥)  لإثبات   أنّ    استخدم نظرية  الشطير = 0 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎  لإثبات أنّ     نظرية الشطيرة . استخدم 37  𝟐𝒙𝟑𝒙𝟐+𝟏 = 𝟎 

 
 
  

ة  تنطبق نظرية  الشطير
عل النهايات أحادية 

الطرف
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.𝟗 أوجد قيمة كل نهاية ) إن وجدت (  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞ 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 𝒙 − 𝟏                                    𝟏𝟎. 𝒍𝒊𝒎𝒙→∞ 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 𝟒𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟏 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 𝟏𝟏. 𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞ −𝒙ඥ𝟒 + 𝒙𝟐                                             𝟏𝟐. 𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  𝟐𝒙𝟐 − 𝟏𝟒𝒙𝟑 − 𝟓𝒙 − 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  𝒍𝒏 ቆ𝒙𝟐  .𝟏𝟑 أوجد قيمة  + 𝟏 𝒙 − 𝟑  ቇ                       𝟏𝟒. 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+ 𝒍𝒏 (𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 )                   
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𝟏𝟓. 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+ 𝒆−𝟐/𝒙𝟐                         𝟏𝟔. 𝒍𝒊𝒎𝒙→∞ 𝒆−(𝒙+𝟏)/(𝒙𝟐+𝟐)    
 

 

 

 

 

 

 

.𝟏𝟕   أوجد قيمة كل نهاية  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞ 𝒄𝒐𝒕−𝟏𝒙                                      𝟏𝟖. 𝒍𝒊𝒎𝒙→∞ 𝒔𝒆𝒄−𝟏 𝒙𝟐 + 𝟏𝒙 + 𝟏  

 

 

 

 

 

 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎  .𝟏𝟗 أوجد قيمة كل نهاية  𝒔𝒊𝒏 ቀ𝒆−𝟏/𝒙𝟐ቁ                            𝟐𝟎 .      𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  𝒔𝒊𝒏 ൫𝒕𝒂𝒏−𝟏 𝒙 ൯ 

 

 

 

 

 

 

 𝟐𝟏.  𝒍𝒊𝒎𝒙→𝝅𝟐   𝒆− 𝒕𝒂𝒏 𝒙                                             𝟐𝟐.  𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+  𝒕𝒂𝒏−𝟏 (𝒍𝒏 𝒙 ) 
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ي كل مما يلي 
.𝟑𝟗 أوجد النهايات ف  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  𝒍𝒏 (𝒙 + 𝟐 )𝒍𝒏 (𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟑 )                                   𝟒𝟎. 𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  𝒍𝒏 ൫𝟐 + 𝒆𝟐𝒙൯𝒍𝒏 (𝟏 + 𝒆𝒙 )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟒𝟏. 𝒍𝒊𝒎𝒙→∞ 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟕𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙                                      𝟒𝟐. 𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞ 𝟐𝒙𝟑 + 𝟕𝒙𝟐 + 𝟏𝒙𝟑 − 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙  

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟒𝟑.  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  𝒙𝟑+𝟒 𝒙+𝟓 𝒆𝒙𝟐                                     𝟒𝟒.  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  ൬𝒆𝒙𝟑 − 𝒙𝟒൰                   
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𝟒𝟓. 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎 𝒆𝒙−𝟏𝒙                                         𝟒𝟔. 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎  𝒍𝒏 𝒙𝟐𝒙𝟐               
 

 

 

 𝟒𝟕. 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+  𝒙 𝟏𝒍𝒏𝒙                                     𝟒𝟖. 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+ 𝒙𝟏/𝒙
 

 

 

 

 

 𝟒𝟗.  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  ቆට𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝟐𝒙ቇ 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟓𝟎.  𝒍𝒊𝒎𝒙→∞  ቆට𝟓𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟕 − ට𝟓𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑ቇ 
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  إيجاد المشتقة عند نقطة غير محدّدة   2.2مثال 

𝒇(𝒙)أوجد مشتقة الدالة  = 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 −  ،) باستخدام تعريف المشتقة (  𝑥عند القيمة غير المحددة   لــ       𝟏

𝑥 ثم أوجد قيمة المشتقة عند     = 1 , 𝑥 = 2  , 𝑥 = 3 
 
 
 
 
 
 
 
  

 3.2عريف ت

𝒇′(𝒙) التي  تعطى بالمعادلة   ′𝑓هي  الدالة   𝑥عند   𝑓مشتقة الدالة تعريف  =  𝒍𝒊𝒎𝒉→𝟎 𝒇 (𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)𝒉  𝒇′(𝒙) =  𝒍𝒊𝒎𝒃→𝒙 𝒇 (𝒃) − 𝒇(𝒙)𝒃 − 𝒙  

 
التي توجد لها هذه النهاية و تمسمى عملية حساب الاشتقاق بالتفاضل. و  𝑥 هو مجموعة كل قيم   ′𝑓مجال 
 𝐼إذا كانت قابلة للشتقاق عند كل نقطة في  الفترة    𝐼الدالة قابلة للاشتقاق ) للتفاضل ( على فترة   تكون

 التعريف البديل     3.1تعريف  

𝑥عند مشتقة الدالة  = 𝑎 

 𝑓′(𝑎) =  limℎ→0 𝑓 (𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)ℎ  𝑓′(𝑎) =  lim𝑥→𝑎 𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑎)𝑥 − 𝑎  

 𝑓بشرط وجود النهاية ، إذا كانت النهاية موجودة ، فإننا نقول إنّ الدالة 
𝑥قابلة للاشتقاق عند  = 𝑎 

(𝒂 + 𝒃 )𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃 + 𝒃𝟐               (𝒂 + 𝒃)𝟑 = 𝒂𝟑 + 𝟑𝒂𝟐𝒃 + 𝟑𝒂𝒃𝟐 + 𝒃𝟑  
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𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  1 = 𝟑𝒙 + 𝑥  عند     𝟏 =  ) باستخدام تعريف المشتقة و التعريف البديل (  1

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  2 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝑥  عند     𝟏 =  ) باستخدام تعريف المشتقة و التعريف البديل(  1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  3 = ඥ𝟑𝒙 + 𝑥  عند    𝟏 =  ) باستخدام تعريف المشتقة و التعريف البديل(       1
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𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  4 = 𝟑𝒙+𝟏     عند  𝑥 =  ) باستخدام تعريف المشتقة و التعريف البديل(  1

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  5 = 𝟑𝒙𝟐 +  ) باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل( عند أي نقطة     𝟏

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  6 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 +  ) باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل( عند أي نقطة     𝟏
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𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  7 = 𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 −  ) باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل( عند أي نقطة     𝟏

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  8 = 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 +  ) باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل( عند أي نقطة     𝟏

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  9 = 𝟑𝒙+𝟏     باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل(عند أي نقطة ( 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  10 = 𝟐𝟐𝒙−𝟏    باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل( عند أي نقطة ( 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)( أوجد مشتقة الدالة  11 = ඥ𝟑𝒙 +  ) باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل(  عند أي نقطة    𝟏
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𝒇(𝒕)( أوجد مشتقة الدالة  12 = ඥ𝟐𝒕 +  ) باستخدام تعريف المشتقة أو التعريف البديل(عند أي نقطة    𝟒

 

 

 

 

 

 

 

ي الموضح لــ
ي لمشتقة الدالة .    𝑓استخدم  التمثيل  البيانن

 لرســم التمثيل  البيانن
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ي التم
ن فن ي الموضح ل     18و  17رينير

ي معقول لدالة متصلة    لرسم  ′𝒇استخدم التمثيل البيانن
 𝒇تمثيل بيانن
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 تحليل تركي   مادة كيميائية  7.5مثال 

ن مادة كيميائية معينة بعد     ن باستخدام       𝒕يتم تحديد تركير ي التحفير
𝒄(𝒕)  ثانية ) ثوانً( من التفاعل ذانر = 𝟏𝟎𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕+𝟏 

ن أنّ   𝒄′(𝒕)بيرّ > ي  لا يتخطّّ        𝟎
ن  المركب الكيميان   أبداً .   10،  و استخدم هذه المعلومات للتأكيد عل أنّ  تركير

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن مادة كيميائية معينة بعد  37 ن باستخدام    𝒕(  يتم تحديد تركير ي التحفير
𝒄(𝒕)  ثانية ) ثوانً( من التفاعل ذانر = 𝟔𝟐𝒆−𝟖𝒕+𝟏  

ن أنّ   𝒄′(𝒕)بيرّ > ي  لا يتخطّّ        𝟎
ن  المركب الكيميان   أبداً .   6،  و استخدم هذه المعلومات للتأكيد عل أنّ  تركير
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ن مادة كيميائية معينة بعد  38 ن باستخدام     𝒕(  يتم تحديد تركير ي التحفير
𝒄(𝒕)  ثانية ) ثوانً( من التفاعل ذانر = 𝟏𝟎𝟗𝒆−𝟏𝟎𝒕+𝟐 

ن أنّ   𝒄′(𝒕)بيرّ > ي  لا يتخطّّ        𝟎
ن  المركب الكيميان   أبداً .  5،  و استخدم هذه المعلومات للتأكيد عل أنّ  تركير

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ي  8.2مثال    إيجاد مماس باستخدام الاشتقاق الضمنن

𝒙𝟐𝒚𝟐لـــ   𝒚′(𝒙)أوجد   − 𝟐𝒙 = 𝟒 − 𝟒𝒚    2 )، ثمّ أوجد معادلة المماس عند النقطة , −2 ) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.𝟏 عند النقطة المعطاة . أوجد معادلة المماس ،  ثم بشكل صريــــح  احسب ميل المماس عند النقطة المحددة  𝒙𝟐 + 𝟒𝒚𝟐 = 𝟖 𝒂𝒕 (𝟐 , 𝟏 )                               
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  𝟐. 𝒙𝟑𝒚 − 𝟒ξ𝒙 = 𝒙𝟐𝒚   𝒂𝒕  ቀ𝟐 , ඥ𝟐 ቁ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟑. 𝒚 − 𝟑𝒙𝟐𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒂𝒕 (𝟎 , 𝟏 )                    𝟒. 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 + 𝟒 = 𝟎 𝒂𝒕  (−𝟐 , 𝟐 ) 
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.𝟓 ضمنياً   𝑦′(𝑥)أوجد المشتقة  𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝟑𝒚 = 𝟒𝒙                                                          𝟔. 𝟑𝒙𝒚𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟏𝟎𝒚𝟐   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟕. ඥ𝒙𝒚 − 𝟒𝒚𝟐 = 𝟏𝟐                                                      𝟖. 𝒔𝒊𝒏 𝒙𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟗. 𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟒𝒙 + 𝒚𝟐                                        
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𝟏𝟎.   𝟑𝒙 + 𝒚𝟑 − 𝟒𝒚𝒙 + 𝟐 = 𝟏𝟎𝒙𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟏𝟏.     𝒆𝒙𝟐𝒚 − 𝒆𝒚 = 𝒙                                     𝟏𝟐. 𝒙 𝒆𝒚 − 𝟑 𝒚 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟏    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟏𝟑. 𝒚𝟐 ඥ𝒙 + 𝒚 − 𝟒𝒙𝟐 = 𝒚                                 
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𝟏𝟒. 𝒙 𝒄𝒐𝒔൫ 𝒙 + 𝒚൯ − 𝒚𝟐 = 𝟖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟏𝟓. 𝒆𝟒𝒚 − 𝒍𝒏൫ 𝒚𝟐 + 𝟑 ൯ = 𝟐𝒙                                   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝟏𝟔. 𝒆𝒙𝟐  𝒚 − 𝟑 ට𝒚𝟐 + 𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟏 
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𝒚. ) مراجعة الوحدة ( أوجد معادلة المماس  لمنحنن    13 − 𝒙𝟐𝒚𝟐 = 𝒙 − , 1 )عند النقطة            𝟏 1 ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝒚𝟐. ) مراجعة الوحدة ( أوجد معادلة المماس  لمنحنن    14 + 𝒙𝒆𝒚 = 𝟒 − 𝒙           2 )عند النقطة , 0 ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ) تطبيق  لنظرية القيمة المتوسطة (     10.3مثال 

ي  تحقق    𝑐أوجد قيمة    𝑓(𝑥)للدالة   القيمة  المتوسطة    نظريةالنر = 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + ة    1 ي  الفير
, 0 ] ،  فن 2 ] 
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ي  ح السبب( لا يصح فيها استخدام نظرية القيمة المتوسطة حدد الحالات النر ي يصح فيها استخدام القيمة  ،) اشر و الحالة  النر
.𝑐 𝟒𝟑المتوسطة أوجد قيمة  𝒇(𝒙) = 𝟏𝒙   , [−𝟏 , 𝟏 ]                                    𝟒𝟒. 𝒇(𝒙) = 𝟏𝒙𝟐    ,   [ −𝟏 , 𝟐 ] 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 𝟒𝟓. 𝒇(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 𝒙   , [𝟎 , 𝝅 ]                                    𝟒𝟔. 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟏𝟑   ,   [ −𝟏 , 𝟏 ] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ي  تحقق    𝑐أوجد قيمة   . 83 𝑓(𝑥)للدالة   القيمة  المتوسطة    نظريةالنر = 𝑥2 − 2𝑥    ة ي  الفير
, 0 ] ،  فن 2 ] 

 

 

 

 

 

 

 

 

ي  تحقق    𝑐أوجد قيمة   . 84 𝑓(𝑥)للدالة   القيمة  المتوسطة    نظريةالنر = 𝑥3 − 𝑥    ة ي  الفير
, 0 ] ،  فن 2 ] 

 
 
 


