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 تعریف النھایة: تعطینا النھایة وصف لسلوك الدالة عندما تقترب مدخلات الدالة من قیمة معینّة  •

  أو غیر معرّفة النھایة لا تعتمد على كون الدالة معرّفة •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  

  

 

  

  

  

 

 

 

 

∗ Limit: A description of the behavior of a function when the function's inputs approach a certain value 

∗ Limit does not depend on whether the function is defined or undefined 

 نھایات أحادیة الطرف 

  ّالنھایة من الطرف الیمین تعني أن𝒙𝒙   تقترب من𝒂𝒂   من جھة القیم الأكبر من𝒂𝒂  
  ِیتم الإشارة إلى النھایة بــــ      𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳 

  ّالنھایة من الطرف الیسار تعني أن𝒙𝒙   تقترب من𝒂𝒂   من جھة القیم الأصغر من𝒂𝒂  
        ِیتم الإشارة إلى النھایة بــــ𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳 

 وجود النھایة

  ّوجود النھایة یتضمّن أنّ النھایتین أحادیة الطرف موجودتان ومتساویتان، أي أن
 النھایة من الطرف الیسار  =النھایة من الطرف الیمین 

   نھایة الدالة𝒇𝒇(𝒙𝒙)   عندما تقترب𝒙𝒙  من𝒂𝒂    ھي𝑳𝑳   إذا وفقط إذا      𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳               و𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳 

One Sided Limits 

The right-hand limit means that 𝒙𝒙 approaches 𝒂𝒂  from values greater than 𝒂𝒂 , The limit is denoted as 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳 

The left-hand limit means that 𝒙𝒙 approaches  𝒂𝒂  from values less than  𝒂𝒂 , The limit is denoted as 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳 

The Existence of a Limit 

The limit of   𝒇𝒇(𝒙𝒙)  as  𝒙𝒙 approaches   𝒂𝒂  is  𝑳𝑳     If and only If   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳      and     𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝒂𝒂− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳       

   The Concept of Limit      ) مفھوم النھایة2-2(

 النھایة من الیسار  ≠النھایة من الیمین  

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎+ |𝒙𝒙|𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 ≠ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎− |𝒙𝒙|𝒙𝒙 = −𝟏𝟏 

The right limit ≠ The left limit 

من الصفر من الیمین أو   𝒙𝒙عندما تقترب  
 بلا حدود  𝒇𝒇(𝒙𝒙)من الیسار ، تتزاید أو تتناقص الدالة 

As 𝒙𝒙 approaches 0 from the right 

or the left,  𝒇𝒇(𝒙𝒙)  increases or 

decreases without bound 

    𝟏𝟏و   𝟏𝟏−ما بین   𝒇𝒇(𝒙𝒙)تتذبذب قیم الدالة  

 من الصفر  𝒙𝒙عندما تقترب  بلا حدود  

The values of  𝒇𝒇(𝒙𝒙) oscillate 

between -1 and 1 infinitely often 

as 𝒙𝒙 approaches 0 

 Limits That Fail to Existحالات حیث النھایة غیر موجودة  
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 جبریاً  ) 2    ھندسیاً باستخدام الجداول (رقمیاً) ومن الرسم البیاني  )1         یمكن إیجاد نھایة دالة ما عند نقطة ما •

  

 

 

 (رقمیاً) الجداولباستخدام إیجاد النھایة  أولاً:

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟏𝟏   س) استخدم الدلیل العددي والبیاني لتخمین القیم لكل نھایة؟ 𝒙𝒙𝟐𝟐−𝟏𝟏𝒙𝒙−𝟏𝟏   

 

 

 

 

 

 

 

 ثانیاً: إیجاد النھایة من الرسم البیاني

 ،   جد النھایة لكل مما یلي؟    𝒇𝒇(𝒙𝒙)بیان الدالة   الموضح یمثل الرسم البیاني) 1س

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

   𝟏𝟏    𝒙𝒙 

         𝑭𝑭(𝒙𝒙) 

Limit of a function at a point can be found     1)  Geometrically using tables (numerically) and from graph              

2)  Algebraically 

1  ً  ھندسیا

Use numerical and graphical evidence to conjecture values for each limit? 

𝑨𝑨)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑩𝑩)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑪𝑪)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑫𝑫)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑬𝑬)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑭𝑭)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑮𝑮)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟒𝟒− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑯𝑯)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟒𝟒+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑰𝑰)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟒𝟒 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 

 Geometrically 

Firstly: Finding Limit Using Tables 

ً  الاقتراب من جھة الیسار  الاقتراب من جھة الیمین  𝒙𝒙  approaches 1 from left 𝒙𝒙  approaches 1 from right تقریبا

Secondly: Finding Limit From Graph 

The graph of the function 𝒇𝒇(𝒙𝒙)  is shown in the figure. Find the limit for each of the following? 
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 لكل مما یلي؟  أو قیمة الدالة عند القیم المعطاة ،   جد النھایة  𝒇𝒇(𝒙𝒙)بیان الدالة   الموضح یمثل الرسم البیاني) 2س

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ،   جد النھایة لكل مما یلي؟   𝒇𝒇(𝒙𝒙)یمثل الرسم البیاني الموضح بیان الدالة  ) 3س

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎جد            ) 4س 𝐥𝐥𝐥𝐥 𝒙𝒙      إن وجدت ؟ 

 

  

 

 

 

The graph of the function 𝒇𝒇(𝒙𝒙) is shown in the figure. Find the limit or value of the function at a given point? 𝑨𝑨)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟑𝟑− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑩𝑩)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟑𝟑+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 

𝑪𝑪)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟑𝟑 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑫𝑫)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟔𝟔 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑬𝑬)    𝒇𝒇(𝟑𝟑) = 𝑭𝑭)    𝒇𝒇(𝟔𝟔) = 

The graph of the function 𝒇𝒇(𝒙𝒙)  is shown in the figure. Find the limit for each of the following? 

𝑨𝑨)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−𝟒𝟒− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑩𝑩)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−𝟒𝟒+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑪𝑪)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−𝟒𝟒𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑫𝑫)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟏𝟏− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑬𝑬)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟏𝟏+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑭𝑭)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟏𝟏 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑮𝑮)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟒𝟒− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑯𝑯)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟒𝟒+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑰𝑰)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟒𝟒 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 

Find      𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎 𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙      ,     If It exists  ? 
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𝒚𝒚یمثل الرسم البیاني الموضح بیان الدالة ) 5س = 𝒇𝒇(𝒙𝒙)   جد النھایة أو قیمة الدالة عند القیم ،  [𝟒𝟒,𝟗𝟗−]   على الفترة المغلقة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎 ارسم التمثیل البیاني للدالة بالخواص المذكورة؟         ) 6س 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = −𝟐𝟐     ,       𝒇𝒇(𝟎𝟎) = 𝟏𝟏       ,      𝒇𝒇(𝟐𝟐) = 𝟑𝟑      ,     𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐 𝒇𝒇(𝒙𝒙) =  (𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒏𝒏𝒅𝒅𝒏𝒏 𝒅𝒅𝒙𝒙𝒆𝒆𝒅𝒅𝒏𝒏) غیر  موجودة 

 

 

 

 

 

 ؟المعطاة
The graph of the function 𝒇𝒇(𝒙𝒙)  is shown in the figure. Find the limit or value of the function at a given point? 

𝑨𝑨)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−𝟏𝟏𝒄𝒄𝒅𝒅𝒅𝒅�𝒇𝒇(𝒙𝒙)� = 

𝑩𝑩)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐− 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑪𝑪)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐+ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑫𝑫)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑬𝑬)   𝒇𝒇(𝟐𝟐) = 𝑭𝑭)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟓𝟓− 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐥𝐥−𝟏𝟏�𝒇𝒇(𝒙𝒙)� = 

𝑮𝑮)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟓𝟓+[𝒙𝒙𝒇𝒇(𝒙𝒙)] = 

𝑯𝑯)    عند أي نقاط(𝒄𝒄)  تكون فقط النھایة لجھة الیمین موجودة؟     وما ھي ھذه القیمة؟ 𝑰𝑰)    عند أي نقاط(𝒄𝒄)  تكون فقط النھایة لجھة الیسار موجودة؟     وما ھي ھذه القیمة؟ 𝑱𝑱)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−𝟒𝟒𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑲𝑲)  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟗𝟗 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 

Sketch a graph of a function with the given  properties? 
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 التالیة؟للإجابة على الأسئلة   𝒉𝒉(𝒙𝒙)والدالة    𝒇𝒇(𝒙𝒙)استخدم الرسم البیاني للدالة ) 7س

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Use the graph of  𝒇𝒇(𝒙𝒙)  and  𝒉𝒉(𝒙𝒙) to answer the following questions? 

𝟏𝟏)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎|𝒇𝒇(𝒙𝒙)| = 

𝟑𝟑)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎 �𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 

𝟒𝟒)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟏𝟏 �𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 

𝟓𝟓)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−𝟐𝟐𝒇𝒇(|𝒙𝒙|) = 

𝑨𝑨)       𝟑𝟑                             𝑩𝑩)       𝟐𝟐                          𝑪𝑪)       𝟏𝟏                      𝑫𝑫)     غیر  موجودة (𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒏𝒏𝒅𝒅𝒏𝒏 𝒅𝒅𝒙𝒙𝒆𝒆𝒅𝒅𝒏𝒏) 𝟔𝟔)   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎+
[𝒇𝒇(𝒙𝒙) + 𝒉𝒉(𝒙𝒙)] = 

𝟕𝟕)    𝒉𝒉(𝟎𝟎) = 𝟖𝟖)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎 𝒇𝒇�𝒉𝒉(𝒙𝒙)� = 

𝟗𝟗)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟐𝟐  𝒙𝒙𝟑𝟑𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 

𝟏𝟏𝟎𝟎)    𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟑𝟑�𝒉𝒉(𝒙𝒙)�𝟐𝟐 = 


