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 2 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 3 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

    . 𝒇(𝒙) فاوجد    𝒇/(𝒙)   باستخدام  تعريف  المستقة  او التعريف  البديل = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙   𝟏) إذا  كانت  
 

 

 

 

 

 

 

    . 𝒇(𝒙) فاوجد    𝒇/(𝒙)   باستخدام  تعريف  المستقة  = √𝟐𝒙 +   𝟐) إذا  كانت  𝟏
 

 

 

 

 

 

    . 𝒇(𝒙) فاوجد    𝒇/(𝒙)   باستخدام  تعريف  المستقة = 𝟐𝟑𝒙+𝟏   𝟑) إذا  كانت  
 

 

 

 

 

 



 
 
 

 4 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

    . 𝒇(𝒙) فاوجد    𝒇/(𝟎)   باستخدام  تعريف  المستقة  = √𝒙𝟑 𝒔𝒊𝒏𝒙  𝟏) إذا  كانت  
 

 

 

    . 𝒇(𝒙) فاوجد    𝒇/(𝟎)   باستخدام  تعريف  المستقة  = 𝒄𝒐𝒔𝒙  𝟐) إذا  كانت  
 

 

 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝟐𝒇(𝟑) − 𝟐𝒇(𝟑 + 𝒉)𝒉 𝒇/(𝟑) فأوجد     = 𝟒  ∶  𝟑) إذا  كان 

 

 

 

 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝒇(𝟑 + 𝒉) − 𝒇(𝟑)𝒉[𝒉 − 𝟎. 𝟓] 𝒇/(𝟑) فأوجد     = 𝟒  ∶  𝟒) إذا  كان 

 

 

 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟐 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)√𝒙 − √𝟐 𝒇/(𝟐) فأوجد     = 𝟑  ∶  𝟓) إذا  كان 

 

 

 



 
 
 

 5 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 



 
 
 

 6 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 فاوجد 𝒇/(𝟏)  باستخدام  تعريف  المشتقة        
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 7 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒇(𝒙)   فأوجد 𝒇/(𝟎)    باستخدام  تعريف  المشتقة = 𝒙|𝒙| 𝟏) إذاا  كانت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 غير موجودة

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 8 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

. 𝒙   فأثبت  أن = 𝒂   دالة قابلة  للاشتقاق  عند 𝒇    𝟏) إذا  كانت 𝐥𝐢𝐦𝒉→𝟎 𝒇(𝒂 + 𝒄𝒉) − 𝒇(𝒂)𝒉 = 𝒄 𝒇/(𝒂) 

 

 

 

 . 𝒙   فأثبت  أن = 𝒂 ≠ 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒂 𝟐) إذا  كانت    𝒇 دالة قابلة  للاشتقاق  عند   𝟎 [𝒇(𝒙)]𝟐 − [𝒇(𝒂)]𝟐𝒙𝟐 − 𝒂𝟐 = 𝟏𝒂  𝒇(𝒂) 𝒇/(𝒂) 

 

 

 

 

 . 𝒙   فأثبت  أن = 𝒂   دالة قابلة  للاشتقاق  عند 𝒇    𝟑) إذا  كانت 𝐥𝐢𝐦𝒉→𝟎 𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂 − 𝒉)𝟐𝒉 = 𝒄 𝒇/(𝒂) 

 

 

 

 

 



 
 
 

 9 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

على مجموعة الأعداد الحقيقية حيث : ( إذا كانت    دالة قابلة للاشتقاق 1  𝒇(𝒙 + 𝒉) = 𝒙𝟐𝒉 + 𝟑𝒙𝒉𝟐 + 𝒇(𝒙)  𝒇/(𝟑) فاوجد  𝒙 هو مقدار التغير  في  𝒉و 
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 10 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 



 
 
 

 11 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 



 
 
 

 12 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 13 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 
 
 

 14 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

(ارسم الميل للدالة عند النقطة المحددة إن امكن : 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒚 = 𝒙  𝒂𝒕 𝒙 = 𝟏 

𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙  𝒂𝒕 𝒙 = 𝝅 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒙  𝒂𝒕 𝒙 = 𝟎 

𝒚 = |𝒙|  𝒂𝒕 𝒙 = 𝟎 

𝝅 



 
 
 

 15 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 



 
 
 

 16 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 17 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒇/  استفد  من  ذلك  لرسم بيان  تقريبي  الدالة   𝒇   𝟏) الرسم البياني  المجاور  يمثل  بيان  للدالة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 18 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒇/   من  بيان  الدالة   𝒇   𝟏) الرسم البياني  المجاور   للدالة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∶  𝟐)ارسم البياني  المجاور  للدالة   𝒇  التي  تحقق  الخواص  التالية 

 

∶  𝟑)ارسم البياني  المجاور  للدالة   𝒇  التي  تحقق  الخواص  التالية 

 



 
 
 

 19 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 = 𝒙  لها انفصال  لانهائي  عند  𝟎 = 𝒙   يساوي  صفرا  قابلة  للاشتقاق  عند  𝟐 = 𝒙   معدل التغير  عند  𝟎 = 𝒙  تكون  فقط النهاية  لجهة اليسار موجودة  عند  𝟒 =    لها انفصال  يمكن  التخلص  منه  عند  𝟏−

𝒙 =   متصلة  عند  𝟏

… … … . . ∶   الدالة  التي  تحقق  جميع  ما سبق  هي 



 
 
 

 20 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 
 
 

 21 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝟏) 𝒚 = 𝟐𝒙𝟕
 

 𝟐) 𝒚 = −𝟑𝒙 

 𝟑) 𝒚 = 𝟓𝟐
 

 𝟒) 𝒚 = 𝒙𝟐 

 𝟓) 𝒚 = 𝟐𝒙𝟑 

 𝟔) 𝒚 = √𝒙 

 𝟕) 𝒚 = √𝒙𝟐𝟑
 

 

 𝟖) 𝒚 =  𝒆𝟐
 

 

 𝟗) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝝅 

 𝟏𝟎) 𝒚 = 𝒙√𝒙 

 

 ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙   في كل من  ممايأتي   اوجد    



 
 
 

 22 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝟏) 𝒚 = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟏𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 − 𝟑𝝅 

 

 

 

 𝟐) 𝒚 = −𝟓𝒙𝟒 − 𝟐𝒙−𝟑 + 𝟒𝒙𝟓𝟒 − 𝒄𝒐𝒔 𝝅𝟒 

 

 

 

 𝟑) 𝒚 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑 + √𝒙 − 𝟏𝟐 

 

 

 

 𝟒) 𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟕𝒙𝟓𝟕 + √𝒙𝟑 

 

 

 

 

 

 ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙   في كل من  ممايأتي   اوجد    



 
 
 

 23 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝟏) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟓)(𝟏 − 𝒙𝟓) 

 

 

 

 

 𝟐) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟓)(𝒙𝟐 − 𝟓) 

 

 

 

 

 𝟑) 𝒚 = 𝒙(𝒙 + 𝟏)(𝟐𝒙 − 𝟓) 

 

 

 

 

 𝟒) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
 

 

 

 

 

 

 ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙   في كل من  ممايأتي   اوجد    



 
 
 

 24 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝟏) 𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑  

 

 

 

 𝟐) 𝒚 = 𝒙 + 𝟏𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 

 

 

 

 

 𝟑) 𝒚 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟏 

 

 

 

 𝟒) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟑)(𝟐𝒙 − 𝟓)−𝟏
 

 

 

 

 

 

 ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙   في كل من  ممايأتي   اوجد    



 
 
 

 25 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 اشتقاق الدوال المعرفة بأكثر من دالة: 

 

 

 

 

 قبل اشتقاق الدالة عند نقطة يجب دراسة  

 الاتصال عند هذه النقطة ونتأكد أن الدالة  

 متصلة عند هذه النقطة  



 
 
 

 26 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 𝒙 = ,𝒈(𝒙)  ومشتقاتهما  لهم القيم  التالية  عند  𝟐 𝒇(𝒙) بفرض  أن الدوال    
 

 

 

 𝟏)    𝐥𝐢𝐦         𝒙→𝟐 (𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)) = 

 

 

 𝟐)   𝒅𝒅𝒙          (𝟑𝒇(𝒙) + 𝟏𝟒 𝒈(𝒙))           𝒙 =  عند  𝟐

 

 

 𝟑)   𝒅𝒅𝒙          (𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙))          𝒙 =  عند  𝟐

 

 

 𝟒)   𝒅𝒅𝒙          (𝒇(𝟐) × 𝒈(𝒙))          𝒙 =  عند  𝟐

 

 

 

 𝒙 
 

𝒇(𝒙) 
 

𝒇/(𝒙) 𝒈(𝒙) 
 

𝒈/(𝒙) 

2 
 

1 3 5 -4 



 
 
 

 27 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 استخدم الأشكال البيانية الموضحة ادناه في إيجاد : 

 

𝒅𝒅𝒙          (𝟐𝒈   (𝟏 اوجد: − 𝟑𝒇)          𝒙 =  عند  𝟏

 

 𝟐)   𝒅𝒅𝒙          (𝒇 . 𝒈)          𝒙 =  عند  𝟏

 

 𝟏)    𝐥𝐢𝐦         𝒙→𝟐 𝟐𝒇(𝒙) − 𝟔𝒙 − 𝟐 = 

 

 

 

 



 
 
 

 28 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 29 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒅𝒏𝒚𝒅𝒙𝒏    (حيث  𝒏  عدد  صحيح  موجب  )   ــ    𝒅𝟓𝒚𝒅𝒙𝟓      ثم  اكتب  نمطا   لـ 𝒚    فاوجد   = 𝟐𝒙  𝟏) إذا  كانت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (  𝒏  المشتقة  ذات الرتبة )    𝒇𝒏(𝒙)     اوجد    𝒇(𝒙) = 𝒙𝒈(𝒙) 𝟐) إذا  كانت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 30 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 . 𝒙 = 𝒂   متصة  عند   𝒇(𝒙)  فأثبت  أن الدالة   𝒙 = 𝒂   قابلة  للاشتقاق  عند  𝒇(𝒙)  𝟏) إذا  كانت  الدالة  
 

 

 

 

 

𝒌(𝒙)   فأثبت  أن   = 𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)  دوال قابلة  للاشتقاق  وكانت   𝒇(𝒙), 𝒈(𝒙)  𝟐) إذا  كانت  كل من 𝒌/(𝒙) = 𝒇/(𝒙) + 𝒈/(𝒙) 

 

 

 

 

 

𝒑(𝒙)   فأثبت  أن = 𝒇(𝒙). 𝒈(𝒙)  دوال قابلة  للاشتقاق  وكانت   𝒇(𝒙), 𝒈(𝒙)  𝟑) إذا  كانت  كل من 𝒑/(𝒙) = 𝒇/(𝒙). 𝒈(𝒙) + 𝒇(𝒙). 𝒈/(𝒙) 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 31 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 إيجاد الثوابت للدوال القابلة للاشتقاق: 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 32 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 33 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 التطبيقات الهندسية : 

 

فاوجد :      𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙  لتكن  . (𝟏,  𝟏) ميل منحنى  الدالة  𝒇(𝒙)  عند  النقطة  (𝟐−

 

 . (𝟏,  𝟐) معادلة  المماس  عند  النقطة  (𝟐−

 

 . (𝟏,  𝟑) معادلة العمودي  على  المماس عند  النقطة  (𝟐−

 

 

 

(عند أي النقاط يكون المماس أفقي ؟ 4  

 

 



 
 
 

 34 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ 𝒇(𝒙)   فاوجد  = 𝟏𝒙 − 𝟏   إذا  كانت   

 

 

 

 



 
 
 

 35 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒙 = 𝒚   عند  𝟐 = 𝟖𝒙𝟐 + 𝟒  𝟏) أوجد  معادلة المماس والعمودي  على  المماس لمنحنى  الدالة  

 

 

 

 

− ثم  اوجد  معادلة   𝟏𝟒 𝒇(𝒙) فأوجد  جميع  النقاط  التي  يكون  عندها  الميل يساوي     = 𝟏𝒙 ∶  𝟐) إذا  كانت 

 المماس عند كل نقطة . 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) أفقيا ثم   اوجد  معادلة هذا   = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏 ∶  𝟑) أوجد  جميع  النقاط  التي  يكون  المماس للدالة 

 المماس. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 36 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒇(𝒙)  أفقيا   ثم  اوجد  معادلة هذا المماس ؟ = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙  𝟏) أوجد  جميع  النقاط  التي  يكون  المماس للدالة    

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)عند  النقطة  التي  يكون  المماس عندها  موازيا     = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙: 𝒚  𝟐) اوجد  معادلة المماس لمنحنى  الدالة  = 𝟒𝒙 + 𝟏 ∶      للمستقيم  الذي معادلته 
 

 

 

 

 

( اوجد الزاوية الموجبة للمماس المرسوم  2( من السؤال السابق )3)  

 

 

 

( اوجد الزاوية الموجبة للمماس المرسوم  2( من السؤال السابق )4)  

 

 

 

𝒙 = −𝟏 

𝒙 = − 𝟑𝟐 



 
 
 

 37 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒚   متوازيين  = 𝒙𝟐 + 𝟏 , 𝒚 = 𝒙   التي  تجعل  المماس على  المنحنيين  𝒙  (𝟏) اوجد  قيمة 
 

 

 

 

𝒚    متعامدين  = 𝒙𝟑 + 𝟏 , 𝒚 = 𝟏 − 𝟑𝒙   التي  تجعل  المماس على  المنحنيين  𝒙  (𝟐) اوجد  قيمة 
 

 

 

 

 . 𝒌  احسب  قيمة , 𝒙 = 𝒚  له مماس أفقي عند   𝟏− = 𝟐𝒙𝟑 − 𝒌𝒙 + 𝟐 ∶  (𝟑) إذا  كان  منحنى  الدالة 
 

 

 

 

   𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝒚  مماسا   لمنحنى  الدالة   𝟏 = 𝟑𝒙 − 𝒂 ∶ ? (𝟒) إذا  كان  المستقيم  الذي معادلته  𝒂  فاوجد  قيمة  الثابت  
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(𝟏, 𝒈(𝒙) مماسا   مشتركا   عند  النقطة   (𝟎 = 𝒙𝟐 + 𝒂𝒙+  , 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒙 − 𝒙𝟐  (𝟏) إذا  كان  للدالتين 
,𝒂 ؟ 𝒃, 𝒄  اوجد  قيمة  الثوابت 

 

 

 

 

 

 

 

 

,𝟎) فاوجد  قيمة  الثوابت    𝒇(𝒙) مماسا   أفقيا   النقطة  عند (𝟔 = 𝟐𝒙 + 𝒌(𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝒂:   (𝟐) إذا  كانت  للدالة 
, 𝒂 ؟ 𝒌  
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𝒇(𝒙) = √𝒙  (𝟏)   (𝟏, 𝒇(𝟏)), (𝒃, 𝒇(𝒃))  موازيا   للوتر  المار بالنقطتين 𝒙 =  أ) اوجد  قيمة   𝒃  التي  تجعل  المماس عند 𝟒
 

 

 𝟏𝟒  (ب ) اوجد  قيمة  𝒂  إذا  كان  ميل المماس عندها  يساوي  

 

 

 (ج) ماذا يحدث  للمماس عندما  تقترب  𝒂 من  اللانهاية   

 

 𝒇(𝒙) = 𝟏𝒙 (𝟐) 𝒙 =  (أ) أوجد  معادلة المماس للدالة  عند  𝟏

 

 

 

 )ب(أوجد مساحة المثلث في الربع الأول والمحصورة بالمماس . 
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 التطييقات الفيزيائية: 

 

 ملاحظات:

   (إذا كانت إشارة السرعة المتجهة موجبة ) + ( يكون الجسم متجهاً لليمين )للأعلى( . 1)

 

( يكون الجسم متجهاً لليسار )للأسفل( .  -السرعة المتجهة موجبة )  (إذا كانت إشارة 2)  

 

(. -و - (يكون الجسم متسارعاً إذا كانت للسرعة  والتسارع لهما نفس الإشارة )+ و +( أو)3)  

 

و+(   - ( او)-(يكون الجسم متباطئاً إذا كانت للسرعة والتسارع لهما اشارتين مختلفتين)+و 4)  
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𝒔(𝒕) حيث   𝒕 بالثواني  = 𝟔𝟎 𝒕 − 𝟓𝒕𝟐 (𝟏) قذف  جسم  رأسيا   لأعلى  حسب  فتتحرك  العلاقة 
 و  𝒔  بالامتار 

ثواني.  3(اوجد موقع الجسيم بعد  1)  

 

 

ثواني.  8(اوجد موقع الجسيم بعد  2)  

 

 

ثواني   5(اوجد السرعة المتوسطة المتجهة اول 3)  

 

 

(اوجد السرعة المتوسطة المتجهة على الفترة  4)  

 

 

ثواني .   4(اوجد السرعة المتجهة للجسيم بعد مرور 5)  

 

 

ثواني .   9(اوجد السرعة المتجهة للجسيم بعد مرور 6)  

 

 

ثواني .  5(اوجد تسارع الجسيم بعد مرور 7)  

 

 

 

[𝟐, 𝟕] 
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الجسيم عندما تنعدم السرعة( يصل إليه الجسيم )أقصى ارتفاع يصل إليه (اوجد أقصى ارتفاع 8)  

 

 

 

 

 

(اوجد سرعة الجسيم عندما يكون على ارتفاع  9)  

 

 

 

 

(اوجد سرعة الجسيم عندما يرتطم بالأرض . 10)  

 

 

 

 

( في الثانية السابعة هل كان الجسم صاعداً ام هابطاً ؟ 11)  

 

 

 

( ارسم حركة الجسيم على خط الأعداد . 12)  

 

 

 

100 m 
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سيم على خط مستقيم بحيث يعطى موقعه     في أي لحظة          بالدالة التالية:جتحرك  , 𝒕  بالثانية    𝒔(𝒕) حيث  𝒔  بالقدم  = 𝒕𝟐 − 𝟏𝟎𝒕 + 𝟏𝟐 

 فاوجد: 

ثواني :  10(إزاحة الجسم خلال اول  1  

 

 

 

(السرعة المتوسطة للجسم في الفترة  2  

 

 

 

الثالثة . (معدل السرعة عند الثانية 3  

 

 

(متى تنعدم سرعة الجسيم . 4  

 

 

( ما قيم التسارع في أي لحظة . 5  

 

 

( صف حركة الجسيم)متي يتحرك لليمين ومتي يتحرك لليسار ،وتي يكون متسارعاً  ومتى يكون تباطئاً( 6  

 

 

 

𝒚 𝒕 ≥ 𝟎 

[𝟐, 𝟓] 
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الزمن بالثانية  يتحرك جسيم في خط مستقيم بحيث أن:                           حيث   المسافة بالأمتار و   

 أوجد تسارع هذا الجسم عندما تكون سرعته  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بالدالتين: موقعهما في أي لحظة                تتحرك سيارتان على خط مستقيم بحيث تعطى   𝒔𝒂 = 𝟑𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 + 𝟐 ∶ 𝒂  موقع  السيارة  الأولى  
𝒔𝒃   حيث  𝒕   الزمن بالثواني  ، 𝒔   بالامتار  = 𝒕𝟐 + 𝟖𝒕 ∶ 𝒃  موقع  السيارة   الثانية  

 اوجد:

( الزمن الذي تكون عندها السرعة اللحظية للسيارتات متساوية 1)  

 

 

 

 

(أي السيارتان لها تسارع أكبر عند  2)  

 

 

 

𝑠(𝑡) = 𝑡√𝑡 + 6𝑡 𝒔 𝑡 𝟏𝟐 𝒎 /𝒔 

𝑡 ≥ 0 

𝑡 = 2 
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 في الشكل المقابل أياً من المنحنيات يمثل : 
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𝒓 = 𝟏𝟎. 𝟓𝟓𝒄 + 𝟎. 𝟒𝟓𝒉  ∶  تمثل  المعادلة
 كمية الوقود المستهلك بالجالون لسيارة تسير داخل المدينة مسافة     بالميل . 

 وعلى الطريق السريع مسافة  

ميل داخل المدينة فقط .  100(اوجد كمية الوقود المستهلك عندما تقطع السيارة   1  

 

 

 

فقط .  على الطريق السريع ميل  100(اوجد كمية الوقود المستهلك عندما تقطع السيارة   2  

 

 

 

ميل على الطريق السريع 100المدينة وميل داخل  50(اوجد كمية الوقود المستهلك عندما تقطع السيارة 3  

 

 

 

𝒅𝒓𝒅𝒄   ثم  فسر النتيجة    > 𝒅𝒓𝒅𝒄   ثم  بين  أن 𝟎  𝟒) اوجد  

 

 

𝒅𝒓𝒅𝒉   ثم  فسر النتيجة  > 𝒅𝒓𝒅𝒉   ثم  بين  أن 𝟎  𝟓) اوجد  

 

 

𝒄 𝒉 
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 التطبيقات الحياتية: 

 

 

ة : بالعلاق( تشير دراسة بيئية لأحد المدن أن اول أكسيد الكربون في الهواء يعطى 2  𝑸(𝒕) = 𝟎. 𝟎𝟓𝒕𝟐 + 𝟎. 𝟏𝒕 + 𝟑. 𝟒 

 حيث  𝑸 تقاس  بالجزء  من  المليون  ،𝒕  تقاس  بالسنوات    

 اوجد:

 )أ( متوسط التغير في تركيز في أول أكسيد الكربون في الفترة  

 

 

 

سنوات  3)ب( معدل التغير في تركيز في أول أكسيد الكربون بعد    

 

 

 

[1,10] 
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المصنع زيادة المبيعات   درهم،إذا أراد صاحب 25قطعة سنوياً بسعرالقطعة  100000بيع مصنع دمى (ي1  

درهم ؟ أوجد معدل التغير في دخل المصنع   2قطعة سنوياً وتخفيض سعر القطعة بمعدل  2000بمعدل   

 ً ؟   السنوي ، هل قرار إدارة المصنع كان صحيحا  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

سنوات ،وتم تقسيم الإيجار بالتساوي على الأعضاء   10استأجر احد أعضاء النوادي بركة سباحة لمدة (2  

درهم سنوياً.فإذا كان عدد الأعضاء  8000عضواً حيث إيجار البركة   80المساهمين ،وكان هناك   

ما المعدل اللحظي  درهم سنوياً. 1000عضواً في السنة وإيجار البركة يزايد بمعدل  20يتزايدون بمعدل   

 للتغير في نصيب كل واحد من الأعضاء المشاركين من إيجار بركة السباحة . 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑸(𝒕)   الكمية 𝑸/(𝒕)  معدل التغير  في الكمية 𝑷(𝒕)  السعر 𝑷/(𝒕)معدل التغير  في  السعر 𝑹(𝒕)   الإيراد 𝑹(𝒕) = 𝑸(𝒕) × 𝑷(𝒕) 𝑹/(𝒕) معدل التغير  في  الإيراد 
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 51 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒅𝒚𝒅𝒙  (باستخدام  التعريف )    = 𝒄𝒐𝒔𝒙 ∶ 𝒚   فأثبت  أن = 𝒔𝒊𝒏𝒙 ∶     إذا  كان 
 

 

 

 

𝒅𝒚𝒅𝒙  (باستخدام  التعريف )    = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 ∶ 𝒚   فأثبت  أن = 𝒕𝒂𝒏𝒙 ∶     إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 

 

السلسلة ومشتقة الدوال الدائرية الوحدة الثالثة : التفاضل        الدرس الخامس والسادس  : قاعدة   /// 

𝑑𝑑𝑥  𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑑𝑥  𝑐𝑜𝑠𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑑𝑥  𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

𝑑𝑑𝑥 𝑠𝑒𝑐𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑑𝑥 𝑐𝑠𝑐𝑥 = −𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑐𝑜𝑡𝑥 𝑑𝑑𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 = −𝑐𝑠𝑐2𝑥 

𝒔𝒆𝒄𝒙 𝒔𝒆𝒄𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 

𝒄𝒔𝒄𝒙 − 𝒄𝒐𝒕 𝒙 

𝒄𝒔𝒄𝒙 

lim𝑥→0 تذكر ان :  𝑠𝑖𝑛𝑥𝑥 = 1 

lim𝑥→0 1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑥 = 1 
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  ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙 في كل ممايأتي  𝒚(𝟏) اوجد   = 𝟏 + 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙 

 

 

 (𝟐)𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝝅𝟐 

 

 (𝟑)𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒕𝒙 − 𝟐𝒙 

 

 (𝟒)𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒙𝟑 𝒕𝒂𝒏𝒙 

 

 

 (𝟔)𝒚 = 𝒙𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 
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  ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙 في كل ممايأتي   اوجد  
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  ∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙 في كل ممايأتي   اوجد  
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∶ 𝒚  فاوجد  = 𝒙𝟑 + 𝒔𝒊𝒏𝒙  (𝟏) إذا  كان 𝒅𝟐𝒚𝒅𝒙𝟐 

 

 

 (𝟐) 𝒅𝟏𝟎𝒚𝒅𝒙𝟏𝟎 

 

 

 (𝟑) 𝟐𝟔𝟑𝒚𝒅𝒙𝟐𝟔𝟑 

 

 

 (𝟒) 𝒅𝟖𝟎𝟏𝒚𝒅𝒙𝟖𝟎𝟏 

 

 

 (𝟓) 𝒅𝟏𝟎𝟎𝟎𝒚𝒅𝒙𝟏𝟎𝟎𝟎 − 𝒅𝟓𝟎𝟐𝒚𝒅𝒙𝟓𝟎𝟐 
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:  𝒅𝟐𝒚𝒅𝒙𝟐 𝒚   فاوجد   = 𝒔𝒆𝒄𝒙     (1) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙    (𝟐) إذأ  كانت 𝒙 𝒇//(𝒙) + 𝒙𝒇(𝒙) − 𝟐𝒇/(𝒙) = 𝟎 ∶  فأثبت  أن
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  قاعدة السلسلة:
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∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏) أوجد   = (𝒙𝟐 + 𝟑)𝟓 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝟑(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟖)𝟑 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒙𝟑(𝟒𝒙 − 𝟏)𝟑 

 

 (𝟒) 𝒚 = (𝟐𝒙 + 𝟏)𝟓(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟓
 

 

 

(𝟓) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟑𝟐𝒙 − 𝟒)𝟑
 

 

 

 (𝟔) 𝒚 = √𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏 
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(𝟏) 𝒚 = (𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒙)𝟓
 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

 

 (𝟑)  𝒚 = 𝒔𝒆𝒄𝟓𝒙 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔(√𝒙) 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏√𝒙𝟑 + 𝟏 

 

 (𝟔) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 (𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙) 

 

 (𝟕) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝒙) 

 

 (𝟖) 𝒚 = (𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝒙) + 𝒄𝒐𝒔𝒙𝟐)𝟑 

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي   أوجد  
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(𝟏) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙𝟑
 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝟑 (𝟐𝒙) + 𝒄𝒔𝒄𝟒𝒙𝟐
 

 

 (𝟑)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 ( 𝟏𝒄𝒐𝒔𝒙) 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝟐𝒄𝒐𝒕(𝒔𝒊𝒏𝒙) 

 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏(𝒄𝒐𝒔√𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐) 

 

 (𝟔) 𝒚 = 𝒙𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

 

 (𝟕) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟑 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 

 

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي   أوجد  
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 (𝟏) 𝒚 = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙𝟐
 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒙 √𝒔𝒊𝒏𝒙 

 

 

 (𝟑)  𝒚 = 𝒙𝟐𝒄𝒔𝒄𝟒𝟐𝒙 

 

 

 (𝟒) 𝒚 = √𝒕𝒂𝒏𝒙𝟐 + 𝟐 

 

 

 (𝟓) 𝒚 = √𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 

 

 

 

 

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي   أوجد  



 
 
 

 63 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ 𝒇(𝒙)  فاوجد  = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ∶  𝒇𝟕𝟓(𝒙) (𝒂) (𝟏) إذا  كان 

 

 (𝒃) 𝒇𝟏𝟎𝟏(𝒙) 

 

 (𝒄) 𝒇𝟏𝟎𝟏(𝝅) 

 

 : 𝒇(𝒙)  فاوجد  = 𝒔𝒊𝒏𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 ∶  𝒇𝟏𝟏(𝒙) (𝒂) (𝟐) إذا  كان 

 

 

 (𝒃) 𝒇𝟐𝟎(𝝅) 

 

 

 (𝒄) 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)𝒙  

 

 

 



 
 
 

 64 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 (𝟏) 𝒚 = 𝒖𝟐 + 𝒄𝒐𝒔 𝒖    , 𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟏   𝒂𝒕 𝒙 = 𝟏 

 

 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒖𝟐 + 𝟏𝒄𝒐𝒔𝒖    , 𝒖 = 𝝅𝒙𝟐     𝒂𝒕 𝒙 = 𝟏𝟐 

 

 

 

 (𝟑)   𝒚 = 𝒖𝟐 − 𝟖𝒖    , 𝒖 = 𝟐𝒙√𝒙 + 𝟏   𝒂𝒕  𝒚 = 𝟎 

 

 

 

 (𝟒)  𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 (𝒕 + 𝝅𝟒)   , 𝒙 = 𝟑𝒕𝟐 − 𝒕    𝒂𝒕 𝒕 = 𝟎 

 

 

 

 

: 𝑑𝑦𝑑𝑥  في  ممايأتي  عند  النقطة  المشار إليها  أوجد  



 
 
 

 65 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 (𝟏) 𝒚 = 𝒇(𝒙𝟐) 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒇 (√𝒙) 

 

 

 (𝟑)  𝒚 = [𝒇(𝒙)]𝟐
 

 

 

 (𝟒) 𝒚 = √𝒇(𝒙) 

 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒇(𝒇(𝒙)) 

 

 (𝟔) 𝒚 = 𝒇𝟑(𝒇(𝒙𝟐) 

 

 

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي   أوجد  



 
 
 

 66 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 𝒙 = , 𝒈(𝒙)   ومشتقاتهم  لهم القيم  التالية  عند   𝟐 𝒇(𝒙)  بفرض  أن الدوال  
 

 (أ) أوجد 𝒉/(𝟐)  في الحالات  الآتية 

 𝟏)  𝒉(𝒙) = 𝟒𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙) − 𝒙𝟐 

 

 𝟐) 𝒉(𝒙) = 𝒇𝟑(𝒙) + 𝟏𝒈(𝒙) 

 

 𝟑) 𝒉(𝒙) = √𝒇(𝒙) + 𝟐𝒈(𝒙) 

 

 𝟒) 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒈(𝒙)) 

 

 

 𝒙 = 𝒉(𝒙)   عند   𝟐 = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)    (ب ) اوجد  معادلة المماس للدالة 

 

 

 

 

 

 𝑥 
 

𝒇(𝒙) 𝑓/(𝑥) 𝒈(𝒙) 𝑔/(𝑥) 2 
 

1 3 
 

2 −4 



 
 
 

 67 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

,𝒈(𝒙)   ومشتقاتهم  لهم القيم  التالية    𝒇(𝒙)  ∶ 𝒇(𝟏)  (𝟏) بفرض  أن الدوال = 𝟑 , 𝒈(𝟏) = 𝟐 , 𝒇/(𝟏) = 𝟒 , 𝒈/(𝟏) = −𝟐 𝒂𝒏𝒅  𝒈/(𝟑) = 𝟓 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒈(𝒙))  حيث  𝒉/(𝟏) اوجد 
 

 

 

 

,𝒈(𝒙)   ومشتقاتهم  لهم القيم  التالية     𝒇(𝒙)  ∶ 𝒇(𝟐)  (𝟐) بفرض  أن الدوال = 𝟏 , 𝒈(𝟐) = 𝟑 , 𝒇/(𝟐) = 𝟏 , 𝒇/(𝟑) = −𝟑 , 𝒈/(𝟏) = 𝟐 𝒂𝒏𝒅  𝒈/(𝟐) = 𝟒 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒈(𝒙))  حيث  𝒉/(𝟐) اوجد 
 

 

 

 

,𝒈(𝒙)   ومشتقاتهم  لهم القيم  التالية  𝒇(𝒙)  ∶ 𝒇(−𝟐)  (𝟑) بفرض  أن الدوال = 𝟖 , 𝒈(𝟓) = −𝟐 , 𝒇/(−𝟐) = 𝟒 , 𝒇/(𝟓) = 𝟑 , 𝒈/(𝟓) = 𝟔  𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒈(𝒙))  حيث  𝒉/(𝟓) اوجد 
 

 

 

 

 



 
 
 

 68 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒙 = 𝟐, , 𝒈(𝒙)   ومشتقاتهما  لها القيم  التالية   عند    𝟒 𝒇(𝒙)  بفرض  أن الدوال  
 

 

 ∶ 𝒉(𝒙)  (𝟏 (أ) أوجد 𝒉/(𝒙)  عند  القيمة  المشار إليها = 𝒇(√𝒙)         𝒙 = 𝟒 

 

 𝟐) 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒈(𝒙))       𝒙 = 𝟐 

 

 𝟑) 𝒉(𝒙) = 𝒇𝟑(𝒙𝟐)          𝒙 = 𝟐 

 

 𝟒) 𝒉(𝒙) = √𝒈(𝒙) + 𝟗𝒙𝟑         𝒙 = 𝟐 

 

 𝟓) 𝒉(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙)        𝒙 = 𝟐 

 𝒙 = 𝒉(𝒙)   عند   𝟐 = 𝒇−𝟏(𝒙)    (ب ) اوجد  معادلة المماس للدالة 

 

 

 

 𝑥 
 

𝒇(𝒙) 𝑓/(𝑥) 𝒈(𝒙) 𝑔/(𝑥) 2 
 

3 7 
 

4 6 4 

 

2 −5 9 −3 



 
 
 

 69 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ .  استفد  من  ذلك  في إيجاد  𝒈(𝒙), 𝒇(𝒙)   ارسم البياني  المجاور   يمثل  بيان  الدالة  

 

𝒉(𝒙) (𝟏) أوجد  𝒉/(𝟎)  حيث  = 𝒇(𝒈(𝒙)) 

 

 

 

𝒉(𝒙) (𝟐) أوجد  𝒉/(𝟑)  حيث  = 𝒇(𝒇(𝒙)) 

 

 

 

𝒉(𝒙) (𝟑) أوجد  𝒉/(𝟏)    حيث  = 𝒈(𝒇(𝒙)) 

 

 

 

 



 
 
 

 70 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒙 = 𝒅𝒚𝒅𝒙 عند  𝟏 𝒇/(𝟐) ، فأوجد   = 𝒚  وكان  𝟏− = 𝒇(𝒙𝟐 + 𝒙)   (𝟏) إذا  كان  
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 71 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

    𝒈/(𝟓)   فاوجد ،  𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙)   وكانت 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 −   (𝟏) إذا  كانت   𝟑
 

 

 

 

 

    𝒈/(−𝟏)   فاوجد ،  𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙)   وكانت 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 −   (𝟐) إذا  كانت   𝟏
 

 

 

 

 

    𝒈/(𝟐)   فاوجد ،  𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙)   وكانت 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙   (𝟑) إذا  كانت  
 

 

 

 

 

    𝒈/(𝒙)   فاوجد ،  𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙)   وكانت 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟓𝒙 +   (𝟒) إذا  كانت   𝟔
 

 

 

 



 
 
 

 72 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒇/(𝟑)   فاوجد  قيمة  𝒂  ؟ = 𝟒𝟗 𝒇(𝒙)   وكانت   = √𝟐𝒙𝟐 + 𝒂𝟑  (𝟏)  إذّا  كانت   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝒂 , 𝒃  فاوجد  قيمة  كل من  𝒙 = 𝝅𝟒  دالة قابلة  للاشتقاق  عند   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) = {  𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙       , 𝒙 ≥ 𝝅𝟒      𝒂 + 𝒃𝒙                 , 𝒙 < 𝝅𝟒             (2  لتكن )  



 
 
 

 73 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ 𝒇(𝒙)  أفقي على  المنحنى  = 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙    يكون  التي  عندها  المماس للدالة  𝒙  (𝟏) أوجد  قيم  
 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)  مع  الاتجاه  الموجب    = 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙  التي  يصنع  عندها  المماس لمنحنى  الدالة   𝒙  لمحور  السينات  زاوية  مقدارها   °𝟒𝟓 (𝟐) أوجد  قيمة  
 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)   غير  قابلة  للاشتقاق    = √𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑  (𝟑) أوجد  قيمة  𝒙    التي  تجعل  الدالة    
 

 

 

 

 

 



 
 
 

 74 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 75 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝑺(𝒕) حيث  𝑺  بالمتر  و  𝒕بالثانية  = 𝟏𝟎 𝒄𝒐𝒔 (𝒕 + 𝝅𝟒) ∶  يتحرك  جسم  على  محور  السينات  حسب  العلاقة
 أجب عما يلي : 

 )أ(ما الموضع الإبتدائي للجسم  

 

 

 )ب(احسب أبعد نقطة يصل إليها الجسم من جهة اليمين . 

 

 

 

)جميع الحلول(. )جـ(متى يصل الجسم إلى نقطة الأصل   

 

 

 

عند زمن االوصول إلى نقطة الوصول . )د(احسب سرعة الجسم المتجهة   

 

 

 

 )هـ(احسب موقع الجسم عندما تنعدم السرعة  

 

 

 

 )و(احسب تسارع الجسم عندما تنعدم السرعة . 

 

 



 
 
 

 76 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

. 𝒈/(𝒙) = 𝒇(𝒙)  التي  تجعل   𝒈(𝒙)  (𝟏) اوجد  الدالة   (𝒂)  𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟑
 

 

 

 

 (𝒃)𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙√𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟏 

 

 

 𝒙   لكل قيم  𝒇(−𝒙) = 𝒇(𝒙)  دالة زوجية  إذا  حققت  𝒇(𝒙)   (𝟐) تسمى  الدالة 𝒙   لكل قيم  𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙)  تسمى    دالة  فردية إذا  حققت  
 أثبت أن مشتقة الدالة الزوجية دالة فردية . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 77 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 



 
 
 

 78 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 

 



 
 
 

 79 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 



 
 
 

 80 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  أوجد    = 𝒙 𝒍𝒏 (√𝒙𝟐 + 𝟏) − (𝒍𝒏𝒙)𝟐
 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒆𝒕𝒂𝒏𝒙𝒍𝒏𝒙 + 𝒆𝟐𝒍𝒏𝒙
 

 

 (𝟑) 𝒚 = √𝒍𝒏(𝒙𝟐 − 𝟏)𝟑
 

 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒍𝒏 (𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒙) 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒍𝒏(√𝒆𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 + √𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝒍𝒏(√𝒆𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 − √𝒔𝒊𝒏𝒙) 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 81 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

: 𝒇(𝒙)  فاوجد  = 𝒆𝟐𝒙 ∶  𝒇𝟏𝟎(𝒙) (𝒂) (𝟏) إذا  كان 

 

 

 (𝒃) 𝒇𝟏𝟎𝟎(𝒙) 

 

 

 

 : 𝒇(𝒙)  فاوجد  = 𝒆𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒙 ∶  𝒇𝟏𝟏(𝒙) (𝒂) (𝟐) إذا  كان 

 

 

 (𝒃) 𝒇𝟐𝟏(𝟎) 

 

 

 (𝒄) 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝟎 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)𝒙  

 

 

 



 
 
 

 82 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

: استخدم التفاضل اللوغاريتمي:  𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي    أوجد   
(𝟏) 𝒚 = (𝟏𝟐)𝒙𝟐

 

 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒙𝒙
 

 

 

 

 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 83 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

التفاضل اللوغاريتمي: استخدم   : 𝒅𝒚𝒅𝒙  في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  أوجد    = (𝒙𝟐)𝟑𝒙
 

 

 

 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒙√𝒙
 

 

 

 

 

 (𝟑) 𝒚 = (𝒔𝒊𝒏𝒙)𝒍𝒏𝒙
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 84 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

  𝒈/(𝟒) فاوجد  ، 𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙)  وكانت   𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝒍𝒏𝒙𝟑  (𝟏) إذا  كانت 
 

 

 

 

𝒇(𝒙)  مماس أفقي.  = 𝒙𝒆−𝟐𝒙  التي   يكون  عندها  للدالة  𝒙   (𝟐) أوجد  جميع  قيم 
 

 

 

 

 

 𝒙 = 𝝅𝟒 𝒇(𝒙)   عند   = 𝟑𝒕𝒂𝒏𝒙   (𝟑) أوجد  معادلة المماس للدالة 
 

 

 

 . 𝒇(𝒙)   والتي  تمر  بنقطة  الأصل  = 𝒍𝒏𝒙   (𝟒) أوجد  معادلة المماس للدالة 
 

 

 

 



 
 
 

 85 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒗(𝒕)   قيمة  الاستثمار  لمبلغ  𝟏𝟎𝟎   درهم  بعد  الزمن  𝒕 أوجد   = 𝟏𝟎𝟎 × 𝟒𝒕  (𝟏) تحدد  الدالة 
 النسبة المئوية للمعدل اللحظي للتغير . 

 

 

 

ويتضاعف ثلاث مرات كل يوم ، اوجد قانون لتكاثر البكتيريا   200(يبدأ تكاثر البكتيريا بالعدد 2)  

  بعد  𝒕 يوم  ، ثم  اوجد  النسبة  المئوية  للمعدل  اللحظي للتغير  في التكاثر 
 

 

𝒄(𝒕)   تقيس  تركيز  مادة معينة  بعد   𝒕  ثانية  من  التفاعل    = 𝟏𝟎𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏   (𝟑) لتكن   
 )أ(أوجد تركيز المادة عند بداية التفاعل . 

 

.𝟎  ثانية   (ب ) أوجد  تركيز  المادة بعد  𝟓

 

 (جـ) أوجد 𝒄/(𝒕)   وماذا تعني      

 

 

𝒄/(𝒕)   وفسر النتيجة  >  (د ) 𝟎

 

 

.  10)هـ(بين أن تركيز المادة لا يكمن ان يزيد عن   

 

𝒗/(𝒕)𝒗(𝒕) النسبة المئوية للمعدل اللحظي للتغير  × 𝟏𝟎𝟎%   



 
 
 

 86 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

  .𝒕  موقع  كتلة  مرتبطة  بزنبرك في أي زمن   𝒔(𝒕) = 𝟏𝟎𝒆−𝟐𝒕 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒕  تعطى  الدالة  
 أوجد : 

( دالة السرعة المتجهة 1)  

 

 

( دالة التسارع 2)  

 

𝒕 متساوية  ، فسر ذلك    = 𝝅 , 𝒕 =  (𝟑) هل السرعة  المتجهة  عند  𝟎
 

 

 

 

 

( موقع أقصى سرعة متجهة للكتلة  4)  

 

 

 

( الزمن الذي تتحرك فيه الكتلة بسرعة . 5)  

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 87 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝑻(𝒙)  حيث  = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄  بدالة حدودية  من  الدرجة الثانية  𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙   (𝟏) يمكن  تقريب  الدالة 
𝒇(𝒙)  وتحقق  الشروط ≈ 𝑻(𝒙) 𝒇(𝟎) = 𝑻(𝟎) , 𝒇/(𝟎) = 𝑻/(𝟎) , 𝒇//(𝟎) = 𝑻//(𝟎)   𝒇(𝒙) ≈ 𝑻(𝒙)   التي  تجعل   𝒂, 𝒃, 𝒄   اوجد  قيم  الثوابت  

 

 

 

 

 

 

 

𝑻(𝒙)  حيث  = 𝒂 + 𝒃𝒙𝟏 + 𝒄𝒙 𝒇(𝒙)  بدالة نسبية   على  الشكل   = 𝒆𝒙   (𝟐) يمكن  تقريب  الدالة 𝒇(𝟎) = 𝑻(𝟎) , 𝒇/(𝟎) = 𝑻/(𝟎) , 𝒇//(𝟎) = 𝑻//(𝟎)   𝒇(𝒙) ≈ 𝑻(𝒙)   التي  تجعل   𝒂, 𝒃, 𝒄   اوجد  قيم  الثوابت  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 88 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

𝒚  دالة صريحة  وغير  ذلك  تسمى  علاقة  ضمنية   الاشتقاق الضمني  = 𝒇(𝒙)  تسمى  الدالة  التي  على  الصورة 
 

 اشتقاق العلاقات الضمنية  

 𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒙  ، اوجد   ≠ 𝒚   حيث  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝒙𝒚 + 𝒆𝒙   (𝟏) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 

 𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒆𝒙𝟐𝒚    ، اوجد   − 𝒆𝒚 = 𝒙   (𝟐) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

الدرس الثامن :الاشتقاق الضمني والدوال المثلثية العكسية   الوحدة الثالثة   ///
التفاضل 

𝑑𝑑𝑥  𝑔(𝑦) = 𝑔/(𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥 



 
 
 

 89 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒆𝟒𝒚    ، اوجد   − 𝒍𝒏(𝒚𝟐 + 𝟑) = 𝟐𝒙:   (𝟏) إذا  كان 
 

 

 

 

 𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒙    ، اوجد   − 𝟐𝒚𝟐 = 𝟑𝒆𝒙𝒚:   (𝟐) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒙𝒚𝟐    ، اوجد   + 𝟓𝒙 = (𝟐𝒚 +  (𝟑) إذا  كان   𝟑(𝟏
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 90 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒙  ، اوجد   ≠ −𝒚   حيث 𝒙𝟐 = 𝒙 − 𝒚𝒙 + 𝒚  ∶  (𝟏) إذا  كان  
 

 

 

 

 

 

 

 𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒙  ، اوجد   ≠ −𝒚   حيث 𝒙𝒚 − 𝟐𝒙 = 𝟓 ∶  (𝟐) إذا  كان  
 

 

 

 

 

 

 

 𝒅𝒚𝒅𝒙 𝒙 𝒄𝒐𝒔(𝒙  ، اوجد   + 𝒚) − 𝒚𝟐  = 𝟖 ∶  (𝟑) إذا  كان  

 

 

 

 

 



 
 
 

 91 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

.  (𝟏, 𝒆)   عند  𝒅𝒚𝒅𝒙 ,  اوجد     𝒙 ≠ 𝒚   حيث 𝒙𝟐𝒚 + 𝒍𝒏𝒙 = 𝒙𝒚 + 𝟏 ∶  (𝟏) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 .  (𝟎, 𝒅𝟐𝒚𝒅𝒙𝟐  عند   (𝟏− 𝒙𝒚   ,  اوجد     + 𝒚𝟐 = 𝟏 ∶  (𝟐) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 . 𝒅𝒚𝒅𝒙  عند  𝒚)   ,  اوجد     − 𝟏)𝟐 = 𝟑𝒙𝒚 + 𝒆𝟒𝒚   ∶  (𝟑) إذا  كان 
 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 92 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒙𝟐  (𝟏) أوجد معادلة المماس لكل من العلاقات التالية عند النقطة المشار إليها :  + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 = 𝟑        , (𝟐, 𝟏) 

 

 

 

 (𝟐)  𝒚𝟐 − 𝒙𝒚 + 𝒙 = 𝟓        , (−𝟏, 𝟐) 

 

 

 

 

 (𝟑)  𝒙𝟐𝒚𝟐 = 𝟑𝒚 + 𝟏        , (𝟐, 𝟏) 

 

 

 

 

 (𝟒)√𝒙𝒚 = 𝟐      , (𝟏, 𝟒) 

 

 

 

 



 
 
 

 93 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒙𝟐𝒚𝟐  (𝟏) أوجد معادلة المماس لكل من العلاقات التالية عند النقطة المشار إليها :  = 𝟒𝒙       , (𝟏, 𝟐) 

 

 

 

 

 

 

 (𝟐)  𝟐𝒙𝒚 + 𝝅 𝒔𝒊𝒏𝒚 = 𝟐𝝅        , (𝟏, 𝝅𝟐) 

 

 

 

 

 (𝟑)  𝒚𝟐 + 𝒙𝒆𝒙 = 𝟐        , (𝟐, 𝟎) 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 94 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

,𝟎) ثم  حدد الزاوية  المحصورة        (𝟏) أوجد  ميل المماس لكل منحنى  من  المنحنيين  التاليين  عند  النقطة  (𝟎
𝒚 (𝒂) بين المماسين .  = 𝒙√𝒙 + 𝟒 

 

 

 

 (𝒃) 𝟐𝒚 + 𝒙 + 𝒚𝟓 = 𝒙𝟓 

 

 

 

( أوجد ميل المماس لكل منحنى من المنحنيين التاليين عند نقطة التقاطع ثم حدد الزاوية المحصورة  2)  

𝒚 (𝒂) بين المماسين .  = 𝒙 

 

 

 

 (𝒃) 𝒚 = 𝟏𝒙𝟐 

 

 

 

 



 
 
 

 95 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒙𝟐 (𝟏) اوجد مواقع )المعادلات( كل المماسات الأفقية والرأسية للمعادلة :  + 𝒚𝟐 − 𝟑𝒚 = 𝟎  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (𝟐) 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 = 𝟑  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 96 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒅𝒚𝒅𝒙 = 𝟏𝒙𝟐 + 𝟏     𝒙 = 𝒕𝒂𝒏𝒚 ∶  (𝟏) إذا  كان  
 

 

 𝒙𝒚// + 𝟐𝒚/ = 𝟔𝒙𝟐    فأثبت  أن   𝟑 + 𝟓 = 𝟒𝒙𝒚 ∶  (𝟐) إذا  كان  
 

 

 

 𝟐𝒚/ + 𝒙(𝒚 + 𝒚//) + 𝒙𝒚    فأثبت  أن   𝟎 = 𝒔𝒊𝒏𝒙  ∶  (𝟑) إذا  كانت  

 

 

 

 

 

 𝒚𝟑𝒚// + 𝟏 = 𝒙𝟐    فأثبت  أن   𝟎 + 𝒚𝟐 = 𝟏 ∶  (𝟒) إذا  كانت  
 

 

 

 

 

 



 
 
 

 97 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 مشتقات الدوال المثلثية العكسية: 

 𝒅𝒅𝒙 𝒔𝒊𝒏−𝟏𝒙 = 𝟏√𝟏 − 𝒙𝟐 𝒚   فأثبت  أن    = 𝒔𝒊𝒏−𝟏𝒙   إذا  كان  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 98 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ 𝒅𝒚𝒅𝒙    في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  اوجد    = 𝒄𝒐𝒔−𝟏𝟐𝒙 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏−𝟏𝒆𝟐𝒙
 

 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏 ( 𝟏𝒙𝟐) 

 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒔𝒆𝒄−𝟏 𝒍𝒏𝒙 

 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒕−𝟏 𝒔𝒊𝒏𝒙 

 

 (𝟔) 𝒚 = 𝒄𝒔𝒄−𝟏 (√𝒙) 

 



 
 
 

 99 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙    في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  اوجد    = 𝒔𝒊𝒏(𝒄𝒐𝒔−𝟏𝒙𝟐) 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒆𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒙
 

 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙) 

 

 

 (𝟒) 𝒚 =  𝒔𝒊𝒏−𝟏 𝒔𝒊𝒏𝒙 

 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒙𝒔𝒊𝒏−𝟏 𝒙 

 

 (𝟔) 𝒚 + 𝒔𝒊𝒏−𝟏 𝒙𝒚 = 𝒙 

 

 

 



 
 
 

 100 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

∶ 𝒇(𝒙) (𝟏)  أوجد  مجال الدالة  𝒇(𝒙)   في الحالات  التالية  = 𝒔𝒊𝒏−𝟏(𝒙𝟑 + 𝟏) 

 

 

 (𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏−𝟏(√𝒙) 

 

 

 

 

 : 𝒇(𝒙) (𝟏)  أوجد  مجال الدالة  𝒇/(𝒙)   في الحالات  التالية  = 𝒔𝒊𝒏−𝟏(𝟐𝒙 − 𝟏) 

 

 

 

 (𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏−𝟏(√𝒙) 

 

 

 

 

 



 
 
 

 101 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝑷)  العلاقة بين  الحجم  𝑽  والضغط   𝑷  لغاز معين  + 𝟓𝑽𝟐) (𝑽 − 𝟎. 𝟎𝟑) = 𝟗.    (𝟏) تحدد  المعادلة 𝟕
(𝟓, 𝒅𝑽𝒅𝑷   عند  النقطة  (𝟏   في ظروف  خاصة   

 

 

 

 

 

 

 

 

وبسرعة ( يقف لاعب كرة البيسبول على بعد قدمين من اللوح الرئيس للكرة ويضرب كرته بشكل أفقي 2)  

   متجهة  𝟏𝟑𝟎𝒇𝒕/𝒔، ما معدل التغير  في زاوية  النظر للاعب  لمتابعة  الكرة   بينما  تعبر  اللوح الرئيس 

 

 

 

 

d 



 
 
 

 102 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

𝒚𝟐    تكون  متعامدة   = 𝒙𝟐 + 𝒌    و    𝒚 = 𝒄𝒙   (𝟏) وضح  أن عائلة  المحنيات   
 ) بين أن المماسات للمنحنيات متعامدة عند نقطة التقاطع ( 

 

𝒚𝟐    تكون  متعامدة  + 𝒙𝟐 = 𝒌𝒚    و  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒄𝒙    (𝟐) وضح  أن عائلة  المحنيات  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 103 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

,𝟎)، تمس  قطع مكافئ معادلته   𝒄)  ومركزها 𝒓   (𝟏) الشكل المجاور  يبين  معادلة دائرة نصف  قطرها 𝒄 = 𝒓𝟐 + 𝟏𝟒 𝒚  بين  أن  = 𝒙𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,𝟎)، وتمس  القطع  مكافئ الذي معادلته  𝒄)  ومركزها 𝒓   (𝟐)  اوجد  معادلة الدائرة نصف  قطرها 𝒚 = 𝒙𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 104 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 القطع الزائد

 

 

 

 

 

 

 مشتقات الدوال الزائدية 

 

 

 

 

 مشتقات الدوال الزائدية العكسية 

 

 

 

 

 

: تذكر ان   

 

 

 

 

دوال القطع الزائد :  تاسعالدرس ال   التفاضل  :الوحدة الثالثة   ///  

𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙 = 𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙𝟐  

𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙𝟐  𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 = 𝒆𝒙
 

𝒔𝒆𝒄𝒉𝒙 = 𝟏𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 

 𝒄𝒔𝒄𝒉𝒙 = 𝟏𝒔𝒊𝒏𝒉 

𝒕𝒂𝒏𝒉𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 

 𝒄𝒐𝒕𝒉𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙 

𝒅𝒅𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 𝒅𝒅𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙 

𝒅𝒅𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒉𝒙 = 𝒔𝒆𝒄𝒉𝟐𝒙 𝒅𝒅𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒉𝒙 = −𝒄𝒔𝒄𝒉𝟐𝒙 

𝒅𝒅𝒙 𝒔𝒆𝒄𝒉𝒙 = −𝒔𝒆𝒄𝒉𝒙𝒕𝒂𝒏𝒉𝒙 𝒅𝒅𝒙 𝒄𝒔𝒄𝒉𝒙 = −𝒄𝒔𝒄𝒉𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒉𝒙 

𝒅𝒅𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒉−𝟏𝒙 = 𝟏√𝒙𝟐 + 𝟏 𝒅𝒅𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒉−𝟏𝒙 = 𝟏√𝒙𝟐 − 𝟏 

𝒅𝒅𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒉−𝟏𝒙 = 𝟏𝟏 − 𝒙𝟐 𝒅𝒅𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒉−𝟏𝒙 = 𝟏𝟏 − 𝒙𝟐 

𝒅𝒅𝒙 𝒔𝒆𝒄𝒉−𝟏𝒙 = −𝟏𝒙√𝟏 − 𝒙𝟐 𝒅𝒅𝒙 𝒄𝒔𝒄𝒉−𝟏𝒙 = −𝟏|𝒙|√𝟏 + 𝒙𝟐 

𝒔𝒊𝒏𝒉−𝟏𝒙 = 𝒍𝒏 (𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏) 𝒄𝒐𝒔𝒉−𝟏𝒙 = 𝒍𝒏 (𝒙 + √𝒙𝟐 − 𝟏) , |𝒙| ≥ 𝟏 𝒕𝒂𝒏𝒉−𝟏𝒙 = 𝟏𝟐 𝒍𝒏 (𝟏 + 𝒙𝟏 − 𝒙) , |𝒙| < 𝟏 



 
 
 

 105 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙    في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  اوجد    = 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙 − 𝟏) 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒙𝟐
 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒄𝒔𝒄𝒉 𝟒𝒙 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒔𝒆𝒄𝒉√𝒙 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒆𝟐𝒙
 

 

 (𝟔) 𝒚 = 𝒄𝒔𝒄𝒉𝟒𝒙 

 

 (𝟕) 𝒚 = √𝒔𝒊𝒏𝒉𝒙 + 𝟏 

 

 

 



 
 
 

 106 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙    في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  اوجد    = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟑𝒙 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒙𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒆𝟐𝒙𝒄𝒐𝒔𝒉𝟑𝒙 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉𝟐𝒙 

 

 

 (𝟔)𝒙𝒚 = 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒙𝟐
 

 

 

 

 



 
 
 

 107 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

: 𝒅𝒚𝒅𝒙    في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  اوجد    = 𝒔𝒊𝒏𝒉−𝟏√𝒙 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔𝒉−𝟏 𝒕𝒂𝒏𝒙 

 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝒉−𝟏(𝒙𝟐) 

 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝒉−𝟏𝒔𝒊𝒏𝒙 

 

 

 (𝟓) 𝒚 = 𝒔𝒆𝒄𝒉−𝟏𝒆𝟒𝒙
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: 𝒅𝒚𝒅𝒙    في كل ممايأتي  𝒚 (𝟏)  اوجد    = 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏−𝟏𝟒𝒙 

 

 

 (𝟐) 𝒚 = √𝟏 + 𝒕𝒂𝒏−𝟏𝟐𝒙 

 

 

 

 (𝟑) 𝒚 = 𝒆𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒙
 

 

 

 (𝟒) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒉𝟑𝒙 

 

 

 (𝟓) 𝒙𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒚 

 

 

 

 



 
 
 

 109 الوحدة الثالثة    د:حيدر عامر السعافين

 

 

 نظرية القيمة المتوسطة للمشتقات: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نظرية رول: 
 \ 

 

 

 

 ملاحظات مهمة: 

 

 

 

 

 

 

عاشر: نظرية القيمة المتوسطةالدرس ال   الوحدة الثالثة   ///
التفاضل  :

 

,𝑎)التي     𝑏) على  الأقل تنتمي  إلى   𝑐  فإن  يوجد   𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)  وتسمى  نظرية  رول    في نظرية  القيمة  المتوسطة  إذا  كانت𝑓/(𝑐) =  تحقق    0

,𝑎) ويوجد  𝑛  من  الجذور 𝑏)  وكانت  قابلة  للاشتقاق  على  [ 𝑎 , 𝑏 ]   دالة متصلة  على  𝑓(𝑥) إذا  كانت  (𝑎, 𝑏)  من  الجذور تنتمي  الفترةإلى  𝑛 − ,𝑎]  فإن  للدالة   (𝑥)ظ𝑓   على  الأقل  1 𝑏]  في الفترة 𝑓(𝑥)  للدالة  
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,𝟎] ثم  اوجد  𝒄  في المعادلة 𝒇(𝒙)  تحقق  شروط  القيمة  المتوسطة  على  الفترة  [𝟐 = 𝒙𝟐  (𝟏) بين  أن الدالة 
 

 

 

 

 

   𝒄  𝟑−] ثم  اوجد, 𝒇(𝒙)  تحقق  شروط  القيمة  المتوسطة  على  الفترة  [𝟏 = 𝒙𝟑 +  (𝟐) بين  أن الدالة  𝟏
 

 

 

 

 

   𝒄 𝟎] ثم اوجد, 𝒇(𝒙)  تحقق  شروط القيمة المتوسطة على  الفترة [𝟐 = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙   (𝟑) بين أن  الدالة 
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𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 ∶ ,𝟎] (𝟏) إذا  كانت  𝒇/(𝒄)  أثبت  أن الدالة  𝒇   تحقق  شروط  نظرية  القيمة  المتوسطة  على  الفترة   [𝟒 = 𝒇(𝟒) − 𝒇(𝟎)𝟒 ,𝟎) بحيث       اوجد  قيمة   𝑪   في الفترة  (𝟒
 

 

 

 

 

 

 [−𝝅 , 𝝅]   تقع  في الفترة   𝒙  حيث  𝒇(𝒙) = 𝟒 − 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙  ∶   أثبت  أن الدالة  𝒇   تحقق  شروط  نظرية  القيمة  المتوسطة  على   هذه الفترة   ثم  اوجد   قيمة   𝑪 (𝟐) إذا  كانت 
 

 

 

𝒇(𝒙)  بين  أن الدالة  تحقق  شروط  نظرية  القيمة  المتوسطة        = {𝟐𝒙       , 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏 𝒙𝟐 + 𝟏 , 𝟏 < 𝒙 ≤ .   (𝟑) إذا  كانت   𝟐   ثم  أوجد  كل قيمة  من   𝑪  التي  تعينها  النظرية 
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. ,𝟎]   مع  ذكر السبب  𝒇(𝒙) (𝟏)   أي من  الدوال التالية  تحقق  شروط  نظرية  القيمة  المتوسطة  على  الفترة  [𝟑 = √𝒙 − 𝟏𝟑
 

 

 

 (𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒙𝟐 + 𝟏 

 

 

 (𝟑) 𝒇(𝒙) = |𝒙 + 𝟏| 
 

 

 (𝟒) 𝒇(𝒙) = {𝒙𝟐 + 𝒙 , 𝒙 > 𝟐𝟓𝒙 − 𝟒, 𝒙 ≤ 𝟐  
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(𝟐, ,𝟐]  وقابلة  للاشتقاق  على  الفترة  (𝟓  (𝟏) بفرض  أن𝒇(𝒙)  دالة متصلة  على  الفترة   [𝟓
 (أ) هل  𝒇(𝒙)  تحقق  نظرية  القيمة  المتوسطة  ؟   اجب عما يلي : 

 

 

 

 (𝟐, 𝟐   من  أجل جميع  قيم   𝒙  في الفترة  (𝟓 ≤  𝒇/(𝒙) ≤ 𝟔 (ب ) إذا  كانت  𝟓 ≤ 𝒇(𝟓) − 𝒇(𝟐) ≤   أثبت  أن 𝟏𝟓
 

 

 

  𝒇/(𝒄) = ,𝟎] وكان  𝟏 𝒇(𝒙)  تحقق  نظرية  القيمة  المتوسطة   الفترةعلى [𝟑 = 𝒙𝟐 + 𝒂𝒙   (𝟐) إذا  كانت ∶ ∋ 𝒄  أوجد   (𝟎,  (أ) قيمة  الثابت  𝒂 حيث  (𝟑

 

 

 

 

 𝒄  (ب ) قيمة  الثابت 
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. [−𝟏, 𝒇(𝒙)   فاوجد  قيمة (قيم ) 𝑪  التي  تحقق  نظرية  رول على  الفترة  [𝟏 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐   (𝟏) إذا  كانت  
 

 

 

 

 

 [𝟎, 𝝅]  التي  تحقق  نظرية  رول على  الفترة 𝑪 ( قيم) فاوجد  قيمة 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙   (𝟐) إذا  كانت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . [𝟏, 𝒇(𝒙)   فاوجد  قيمة  𝑪  التي  تحقق  نظرية  رول على  الفترة  [𝟒 = 𝒙 + 𝟒𝒙   (𝟏) إذا  كانت   
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𝒇(𝒙) لها جذر واحد    = 𝒙𝟓 + 𝟒𝒙 −  (𝟏) أثبت  أن للدالة  𝟏
 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) لها جذر واحد     = 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 −  (𝟐) أثبت  أن للدالة  𝟑
 

 

 

 

 

 

𝒙𝟒  حلان  بالضبط     + 𝟔𝒙 − 𝟏 =  (𝟑) أثبت  أن للمعادلة  𝟎
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 𝒙 ≠ |𝒔𝒊𝒏𝒙| لكل 𝟎 ≤ |𝒙| (𝟏) استخدم  نظرية  القيمة  المتوسطة  لإثبات  أن 
    

 

 

 𝒙 ≠ 𝒚  لكل |𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒚| ≤ |𝒙 − 𝒚| (𝟐) استخدم  نظرية  القيمة  المتوسطة  لإثبات  أن 
 

 

 

 

 

,𝒂) حيث    𝒃) وكانت  قابلة  للاشتقاق  على   [𝒂, 𝒃]  دالة متصلة  على  𝒇(𝒙)  (𝟑) إذا  كانت   𝒇(𝒄) = ,𝒂)  بحيث 𝟏 𝒃) على  الأقل تنتمي  إلى 𝑪 فأثبت  أنه  يوجد  عدد  مثل   𝒇(𝒂) = 𝒂 , 𝒇(𝒃) = 𝒃 

 

 

 

 

 

 

,𝒂) حيث  𝒃) وكانت  قابلة  للاشتقاق  على   [𝒂, 𝒃]  دوال متصلة  على  𝒇(𝒙), 𝒈(𝒙)  (𝟒) إذا  كانت (𝒂, 𝒃)  فأثبت  أن للدالتين  مماسان  متوازيان  عند  نقطة  ما في الفترة    𝒇(𝒂) = 𝒂 , 𝒇(𝒃) = 𝒃 

 


