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 احسب المساحة المحددة بالمنحنى                   ومحور       . -(:1س

 

 

 

 

 
 والمستمٌم                 احسب مساحة المنطمة المحددة بالمطع المكافئ  -(:2س

 

 

  

 

 

 

 
 احسب مساحة المنطمة المحددة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:3س
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 احسب مساحة المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:4س

 

 

 

 

 

 
 أوجد مساحة المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:5س

 

 

 

 

 

 
  -مساحة المنطمة المحددة بالدائرة                              تعطى بالتكامل : -(:6س
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 مساحة المنطمة التً تحددها تماطعات المنحنٌات  -(:7س

 

 

 

   

 
 حٌث                                          المساحة المحددة بالمنحنٌٌن  -(:8س

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحجوم       

نطبك فمط ( ثم للشكل المطلوب ٌطلب حجم المجسم . ) نحتاج مساحة الممطع العرضً  إذا -(:1
 .نكامل المانون و

 ( . محور أفمً أو رأسً ) ٌطلب حجم ) منطمة ( بالدوران حول أو  -(:2

ٌطلب إٌجاد الحجم باستخدام الأصداف الإسطوانٌة . ) نحتاج الى نصف المطر        أو  -(:3
 ,  وكذلن ٌجب معرفة الدوران إذا كان أفمً أو رأسً . (          وأرتفاع الصدفة 
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 هو           حجم المجسم الذي له مساحة ممطع عرضً.

  -هً : ما  إذا كانت مساحة الممطع العرضً  لشكل  -(:9س

  -فإن حجم المجسم  على الفترة            ٌكون  :                                        

                                

 

 
 لاعدة المجسم      هً المنطمة المحدودة بواسطة                                 أوجد الحجم إذا كان لدى      -(:10

 متعامدة مع محور       .  ألطارها إذا كانت المماطع العرضٌة  أنصاف دوائر تكون   

 

 

 

 

  الحجم الدورانً -(:2                                           
دورة كاملة  (  المحور الأفمً) حول محور    ٌكون حجم المجسم الناتج عن التدوٌر -:( Disk)  طرٌمة الألراص

  -هو :

 or   

 
 فً هذه الحالة من الدوران نرٌد )     ( هً الدالة أي              

 ملاحظة                

 الاسطوانة تتولد من دوران مستطٌل  -(:1

 المخروط ٌتولد من دوران مثلث . -(:2

 وهكذا  دائرة . الكرة تتولد من دوران نصف -(:3
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بالدوران            احسب الحجم المجسم الناتج من دوران المنطمة تحت المنحنى            على الفترة  -(:11س
 حول 

 

 

 
بالدوران دورة كاملة       احسب حجم المنطمة المحدودة بواسطة                                             -(:12س

 حول محور 

 

 

 

 

 
 بواسطة                                     بالدوران حول محور  المحدودة احسب حجم المنطمة  -(:13س
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 نرٌد الدالة  -:ٌكون  (  المحور الرأسً)       إذا كان الدوران حول محور  -: ملاحظة

 
 

 أوجد حجم المجسم الناتج عن دوران المنطمة المحدودة بٌن المنحنٌٌن  -(:14س

 من                 الى                   حول محور  

  

 

 

 
 

  -حساب الحجم عن طرٌك الحلمات :

 

 
  احسب حجم المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن البٌانٌٌن  -(:15س

  محور   بالدوران حول  

   

 

 

 

 

 للسؤال السابك .     تكامل لإٌجاد الحجم الدورانً حول محور الأكتب  -س ( :؛
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احسب حجم المنطمة المحدودة بٌن المنحنٌٌن                                               وذلن بالدوران  -(:16س
 حول المستمٌم 

 

 

 

 

 

 

 

تكون               بٌن                                     حول المستمٌم دودة حالمنطمة الم إذا تم دوران  -(:17س
  -:الخارجً والداخلً أنصاف ألطار الدوران 

 

 

  

 

 

. فإذا كان الدوران حول هً المنطمة المحدودة بواسطة                   والمستمٌم                   لتكن  -(:18س
  -المستمٌم               فٌكون حجم المنطمة :
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فإن حجم على فرض ٌتم دوران مثلث رؤوسه                                      حول المحور       -(:19س
  -المخروط ٌكون :

 

 

 

 

 

الناتج من دوران هذه حجم الكرة  فإن على فرض ٌتم تدوٌر الدائرة                     حول محور       -(:20س
 هو الدائرة 

 

 

 

 

 

 

 سطوانٌةالأحجام بالأصداف الأ
 ٌعتبر بدٌلاً لطرٌمة الحلمات التً مرت سابماً . والتً ٌكون فٌها حساب الحجم أسهل فً بعض الأحٌان . 
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 استخدم طرٌمة الأصداف لأٌجاد حجم المجسم الذي تكون من دوران المنطمة المحدودة بالتمثٌلٌن  -(:21س

 فً الربع الأول حول المحور  

 

 

 

 

 

 

 

 

  الحجمكل صدفة ثم احسب  وارتفاع نصف لطرفً كل من التمارٌن التالٌة ارسم صدفة نوعٌة وحدد    

 والمحور     حٌث                  حول               ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة  -(:22

 

 

 

 

 

 

. فٌكون  ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                                            حول المحور      -(:23
  -نصف لطر الصدفة وأرتفاعها هو :

 

 

 

 

 

2,y x y x y

1

2
y xx1 1x  2x 

, , 1y x y x x   y

1

2

0

) 2 ( 1)( )a v x x x dx  
1

2 3

0

) 2 ( )b v x x dx 
1

0

) 2 ( )( )c v y y y dy 
1

2

0

) ( )( )d v x x x dy 

1

2 3

1

) (4 2 )a v x x dx


 
1

2 3

1

) (4 2 )b v x x dx


 

1

1

) 2 (2 )( )c v y y dy


 
1

1

) ( )d v y y dy


 

) , 2a r y h y 

) , 2b r x h x 

) 1 , 2c r x h x  

) , 0d r x h 

) 1 2h  
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فٌكون نصف              ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                                            حول  -(:24
  -لطر الصدفة وأرتفاعها هو :

 

  

 

 

  -الصدفة هو : فإن أرتفاع            ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                       حول  -(:25

 

 

 

 

 حجم المجسم الذي تكون من دوران المنطمة المحدودة بالتمثٌل البٌانً                   والمحور  -(:26

 حول المستمٌم          

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, , 1y x y x x   1x 

2 2 1x y 2y 

24y x x

3x 

) 1 , 2b r x h x  

) 1 , 2c r y h y  

) 1 , 2d r y h y  

) 2a h  2) 2 1b h x  2) 2 1c h y  2) 2 1d h x 

2

2

2

) 2 (3 )(4 )a v x x dx


  
4

2

0

) 2 (3 )(4 )b v x x dx  
4

0

) 2 (3 )( 4 )c v y y dy  
4

2

0

) 2 (3 )(4 )d v x x dy  

) 1 , 2a r x h x  
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  -(:27س

  -ٌتم دوران المنطمة المحدودة بواسطة                 ,            و               حول :

 

 

 

 

 

 .  yبالدوران حول محور               حجم المنطمة المحددة بالمنحنى                   على الفترة   -(:28س

 

 

 

 

 

 

 السطح طول الموس ومساحة                                                

 

 

  -احسب طول المنحنى  لكل مما ٌلً : -(:1

29:)-                                           

 

 

 

 

4y x 4y y x4y 

 6 4

21 ( ( ))

b

a

S f x dx 

2( ) 6 8f x x x   
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2
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4

0

) 2 (4 )(2 4)b v x x dx  

4

2

) 2 ( 4)(2 4)a v y y dy  

6

3

) ( 3)a s L x dx  
6

3

) ( 3)b s L x dx  

6

2

3

) 6 10c s L x x dx   
6

2

3

) 6 9d s L x x dx   

cosy x0,
2

 
  

2

0

) 2 cosc v x x dx



 
1

1 2

0

) (cos )a v y dy  
1
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 الذي ٌمثل طول الموس .  المانون على الفترة                 اكتب                                  

 

 

 

 

 

 

 مساحة السطح

 

 

 

 

على فرض أنه تم تدوٌر المربع المكون من جمٌع               , مع                  و                  ,  -(:30س
 حول محور       , احسب مساحة السطح .

 

 هنا جمعنا مساحة القاعدتين  -: ملاحظة 

 مع المساحة الجانبية              

 حيث كل قاعدة على شكل دائرة           

 مساحتها           

 

 

  

 

 

22 ( ) 1 ( ( ))

b

a

S f x f x dx  

2 2
dy

x x
dx

  0,4

( , )x y1 1x  1 1y  
y

1

2

1

) 2 (1). 0 1) 4 2 6a S dy unit   


    
1

2

1

) 2 (1). 0 1) 4 0 4b S dy unit  


    
1

2

1

) 2 (1). 0 1) 6 2 8c S dy unit   


    
1

2

1

) 2 (1). 0 1) 5 2 7d S dy unit   


    


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 حركة الممذوفات                                                  
نٌوتن الثانً للحركة                  حٌث        هو مجموع الموى المؤثرة و       هو كتلة الجسم و     هو  لانون

                                                   تسارع الجسم . 

 الموة الناتجة عن الجاذبٌة 

 ,                                              أو                       التسارع 

 

 الغواص بسرعة متجهة ابتدائٌة         وبدأإذا كان ارتفاع لوح الغطس              فوق مستوى سطح المٌاه  -(:31س

 بافتراض عدم وجود مقاومة هواء () فإن الارتفاع فً الزمن            ) فً اتجاه لأعلى( .             

 

 

 

 

 

 

ما السرعة المتجهة لهذا ٌسمط غطاس من ارتفاع             لغرض سبالات الغطس الأولمبً ,  -(:32س
 .    بدلالة الزمن  الغطاس لحظة الاصطدام بالماء

 

 

  

 

 

 

 

 

 6 5Projectile Motion

F= maFma

a(t)=h (t)

F= mg

h (t)=-32h (t)= -9.8

4.5 m

2.4 m/s

40 ft

t

2) ( ) 9.8 2.4 4.5a h t t t   

2) ( ) 9.8 2.4 4.5b h t t t  

2) ( ) 4.9 2.4 4.5c h t t t   

2) ( ) 4.9 2.4d h t t t  

) ( ) 32a h t t  

) ( ) 32b h t t 

) ( ) 32 40c h t t  

) ( ) 32 40d h t t   

t
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 تطبٌمات التكامل على الفٌزٌاء والهندسة

                              الشغل 

  -: لإٌجاد الشغل المبذول نتبع ما ٌلً

  .  للنابض نحدد لٌمة الثابت(: 1

            نجد -(:2

  نجري عملٌة التكامل -(:3

 (. ثابت النابضحيث      )  

على تمدد نابض               من طوله الطبٌعً . أوجد الشغل المبذول فً  باوند تعمل لوة لدرها        -(:1س
 . تمدد النابض                  أكثر من طوله الطبٌعً 

 

 

 

 

 

لنابض           تمدد على نابض           . أوجد الشغل المبذول فً تمدد هذا ا باوند أحدثت لوة من      -(:2س
 أبعد من طوله الطبٌعً .   

 

 

 

 

 

 

 

 6 6

W F d

F

0

b

W k x dx 
F kxk

54 inch

6 inch

102 inch3 inch

1

4

0

) 15a W x dx 
1

2

0

) 15b W x dx 

6

0

) 15c W x dx 
1
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0

) 20d W x dx 
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وٌتم سحبها لأعلى على سطح لارب . السلسلة موجهة رأسٌاً  ft 40و طولها Ib 1000 تزن سلسلة  -(:3س
 أسفل السطح . احسب الشغل المبذول .   30ftوالجزء العلوي من السلسلة ٌبدأ فً المٌاه 

 

 

 

 

 

 

الشغل المبذول فً تمدد هذا النابض        أبعد ,  أوجد احدثت لوة من         تمدد على نابض           -(:6س
 من طوله الطبٌعً .

 

 

 

 

 

 

    لا تنسى تحوٌل الوحدات ) إذا كانت مختلفة ( لنوع واحد .    -ملاحظة :

 

 الاحتمال
 على فرض أن       هً متغٌر عشوائً له فرضٌته أي لٌمة   -دلٌك لـ             ) كثافة الاحتمال (  : تعرٌف

 لكل                    تكون كثافة الاحتمال لـ        دالة                تحمك . 

 أن تكون سالبة (. يمكنلا لكل                          )                        -(:1

 1الاحتمال الكلً                                 -(:2

 

 6 7

pdfXx

a x b X( )f x

( ) 0f x a x b 

( ) 1

b

a

f x dx 

7 Ib5 in6 in
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 ٌعطً الاحتمال الذي تمع فٌه لٌمة        ) المرئٌة( بٌن          بالمساحة تحت التمثٌل البٌانً لـ 

 

 

  -ملاحظة :

 أثبت أن كل من الدوال المعطاة هً دالة           على الفترة المعٌنة . -(:1س

a:)-  

 

 

 

 

b:)-  

 

 

 

 

 

 

 

c:)-  

 

 

 

 

X,c dpdf

( ) ( )

d

c

P c X d f x dx   

pdf probability density function

pdf

 23
( ) , 0,2

8
f x x

 3( ) 2 , 0,1f x x x 

 1
( ) sin , 0,

2
f x x 
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d:)-  

 

 

 

 

 

 على الفترة             بالصٌغة                   لمتغٌر عشوائً له              ٌعطى الوسط   -تعرٌف :

 

 

 

 إٌجاد لٌمة       التً تجعل الدالة              

 

 أوجد لٌمة       التً تكون عندها                       على الفترة المعٌنة  -(:2س

a:)-  

 

 

 

 

 

 

 

 

( )pdf f x ,a b

( )

b

a

xf x dx  

c( )pdf f x

 2( ) , 0,1f x cx x 

c( )pdf f x

 2( ) , 0, ln 4
x

f x e







 -اسم الطالب :              2019/2020الفصل الدراسً الثالث                 الثانً عشر المتمدم
  -) التعلم عن بعد(       المدرسة   : تطبٌمات التكامل وطرائك التكاملالرٌاضٌات المتمدمة        

    جوامع الرٌاضٌات مولع                                                          مدرس الرٌاضٌات صكبان صالح محمد
            youtube                             جمٌع الدروس وبشكل ممٌزTelegram 

 

 

b:)-  

 

 

 

 

 

c :)-  

 

 

 

 

 

 

 

 على فرض أن العمر الافتراضً بالاعوام لعلامة تجارٌة معٌنة لمصباح ٌتم توزٌعه أسٌاً بواسطة  -(:3س

 أشهر أو ألل .  3. أوجد احتمال أن ٌدوم مصباح محدد لمدة                                        
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 إٌجاد الوسط والوسٌط  

  -أوجد الوسط والوسٌط للمتغٌر العشوائً من           التالٌة : -(:5س

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٌتبع الى الوحدة الأخٌرة  مع خالص تحٌاتً للجمٌع ) لا تنسونا من صالح دعائكم ( 

pdf

 
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2 /
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1
f x
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
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