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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 

 
  الحجوم شرائح: أولً 

( )

b

a

V A x dx=  

 ــ : 429تمارين صـ 

 
 

........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
 ــ : 430تمارين صـ 

 
 
 

................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 

 
 
 

 ارشاد:
 استخدم قاعدة سمبسون 

dxb
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

  الحجوم شرائح: أولً 

( )

b

a

V A x dx=  

 ــ : 430تمارين صـ 

 

 
 

................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................................................... 
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................................................................................................................................................................................... 
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................................................................................................................................................................................... 
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

 

  الحجوم شرائح: أولً 

( )

b

a

V A x dx=  

 ــ : 430تمارين صـ 

( يتم إعطاء الرسم التخطيطي لقبة   9
2

20
60

x
y = 20لكل     − 20x−    بالأمتار( بمقاطع عرضية(

 . أوجد حجمه؟  yدائرية متعامدة على محور 
 

 
 

........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
....................................................................................................................................................... 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

 

  الحجوم شرائح: أولً 

( )

b

a

V A x dx=  

 متراً . 100متراً وارتفاعها  180للهرم في ممفيس قاعدة مربعة يبلغ طول ضلعها  :420ص  1مثال 
 أوجد حجم الهرم باستخدام التكامل المحدود إذا علمت أن طول ضلع المقطع العرضي المربع عند 

 هو xالرتفاع 

9
180

5
y x= − + 

 

 
 
 

........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 

 
........................................................................................................................................................ 
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........................................................................................................................................................ 
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 

 

 الحجوم الدورانية 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 المقاطع أقراص 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 𝑽 = 𝝅 ∫[𝒇(𝒚)]𝟐 𝒅𝒚𝒅
𝒄                                              𝑽 = 𝝅 ∫[𝒇(𝒙)]𝟐 𝒅𝒙𝒃

𝒂  

إذا كانت منطقة المساحة

رةلمحور الدوران على طول الفتغيرملاصقة
 [a,b ]بأكملها

لمحور الدوران على طول الفترةملاصقة
 [a,b ]بأكملها

 مصمت الناتج من الدوران فالمجسم
 أقراص  والمقاطع

 
 
 
 
 

   ومساحته:
.........A = 

 أجوف  الناتج من الدوران فالمجسم
 حلقات  والمقاطع

 
 
 
 
 

     ومساحته:
........................A = 

 yحول محور الدوران  xحول محور الدوران 

 الحجم:
هو 

التكامل 
المحدود 
لمساحة 
المقطع 
 العرضي
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 

 
 

  الحجوم أقراص: ثانيًا
 

 أو مستقيم رأسي yالدوران حول محور  أو مستقيم أفقي xالدوران حول محور  
 عمودي على محور الدوران أفقي: عمودي على محور الدوران رأسي: المقطع العرضي

 y = f(x) x = f(y) الدالة

 من اليسار إلى اليمين: xرأسية من محور  حدود التكامل
 x = a   ,   x = b 

 من أسفل إلى أعلى : yأفقية من محور 
 y = c   ,   y = d 

𝑽 الحجم = 𝝅 ∫[𝒇(𝒙)]𝟐 𝒅𝒙𝒃
𝒂  𝑽 = 𝝅 ∫[𝒇(𝒚)]𝟐 𝒅𝒚𝒅

𝒄  

 

 تحت المنحنى للمنطقة  xحول محور أوجد حجم الجسم الناتج من الدوران  : 423ص  4مثال 
 [ 4 , 0 ]على الفترة                             

 
 

 
 نصف قطر المقطع: 

r = ……….                               

 
 

 المقطع:  مساحة
                              ……….= 2  πr 

 
 
 
 

 الحجم:
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 
 
 

y x=

y x=
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 
 

  الحجوم أقراص: ثانيًا
 

 أو مستقيم رأسي yالدوران حول محور  أو مستقيم أفقي xالدوران حول محور  
 عمودي على محور الدوران أفقي: عمودي على محور الدوران رأسي: المقطع العرضي

 y = f(x) x = f(y) الدالة

 من اليسار إلى اليمين: xرأسية من محور  حدود التكامل
 x = a   ,   x = b 

 من أسفل إلى أعلى : yأفقية من محور 
 y = c   ,   y = d 

𝑽 الحجم = 𝝅 ∫[𝒇(𝒙)]𝟐 𝒅𝒙𝒃
𝒂  𝑽 = 𝝅 ∫[𝒇(𝒚)]𝟐 𝒅𝒚𝒅

𝒄  

 
 المحدودة بين المنحنيين للمنطقة   yحول محور جسم الناتج من الدوران مأوجد حجم ال : 424ص  5مثال 

 

 إلى    x = 0من                                                    
 

 

 x = f(y)الدالة على صورة  
 

................................................... 
 

.................................................. 
 

 نصف قطر المقطع: 
r = ……….                               

 
 

 المقطع:  مساحة
                              ……….= 2  πr 

 
 

 :الحجم
 

......................................................................................................................................................... 
 

......................................................................................................................................................... 
 

......................................................................................................................................................... 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

2
4 , 1y x y= − =3x =



 

 

    المعلم: طه أبو الفتوح

8  

 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

  الحجوم أقراص: ثانيًا
 

 أو مستقيم رأسي yالدوران حول محور  أو مستقيم أفقي xالدوران حول محور  
 عمودي على محور الدوران أفقي: عمودي على محور الدوران رأسي: المقطع العرضي

 y = f(x) x = f(y) الدالة

 من اليسار إلى اليمين: xرأسية من محور  حدود التكامل
 x = a   ,   x = b 

 من أسفل إلى أعلى : yأفقية من محور 
 y = c   ,   y = d 

𝑽 الحجم = 𝝅 ∫[𝒇(𝒙)]𝟐 𝒅𝒙𝒃
𝒂  𝑽 = 𝝅 ∫[𝒇(𝒚)]𝟐 𝒅𝒚𝒅

𝒄  

 
 المحدودة للمنطقة   y = 4حول المستقيم جسم الناتج من الدوران مأوجد حجم ال ــ : 430صـ  26تمرين 

 
   بالمنحنيات                               

 

   

 

 

                                                  
 نصف قطر المقطع: 

r = ……….                               

 
 

 المقطع:  مساحة
                              ……….= 2  πr 

 

 

 

 
 

 
 الحجم:

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 

2
, 4y x y= =
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

 

  الحجوم أقراص: ثانيًا
 :431تمارين ص 

 
                                                  

 : المنحنى هو
…………….                               

 
 

 نصف قطر المقطع: 
r = ……….                               

 
 

 المقطع:  مساحة
                              ……….= 2  πr 

 
 

 الحجم:
......................................................................................................................................................... 

 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 حل آخر باستخدام الخواص الهندسية:
................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................... 

 
................................................................................................................................................... 
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 
 

  الحجوم أقراص: ثانيًا
 :431تمارين ص 

 
 

 
 

 الحجم:
......................................................................................................................................................... 

 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
 
 

......................................................................................................................................................... 
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

 

 الحجوم الدورانية 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 المقاطع حلقات

 مساحة الحلقة(هو التكامل المحدود لمساحة المقطع العرضي )الحجم: 
 

 أو مستقيم رأسي yالدوران حول محور  أو مستقيم أفقي xالدوران حول محور  
المقطع 
 عمودي على محور الدوران أفقي: عمودي على محور الدوران رأسي: العرضي

 y = f(x) x = f(y) الدوال

 حدود التكامل
 من اليسار إلى اليمين: xرأسية من محور 

 الدورانبعد وهي حدود المجسم 
 x = a   ,   x = b 

 من أسفل إلى أعلى : yأفقية من محور 
 الدورانبعد وهي حدود المجسم 

 y = c   ,   y = d 

 الحجم
𝑽 = 𝝅 ∫[𝑹𝟐(𝒙) − 𝒓𝟐(𝒙)] 𝒅𝒙𝒃

𝒂  

 نصف القطر الخارجي R(x)حيث: 
         r(x) نصف القطر الداخلي 

𝑽 = 𝝅 ∫[𝑹𝟐(𝒚) − 𝒓𝟐(𝒚)] 𝒅𝒚𝒅
𝒄  

 نصف القطر الخارجي R(y)حيث: 
         r(y) نصف القطر الداخلي 

 

إذا كانت منطقة المساحة

رةلمحور الدوران على طول الفتغيرملاصقة
 [a,b ]بأكملها

لمحور الدوران على طول الفترةملاصقة
 [a,b ]بأكملها

 مصمت الناتج من الدوران فالمجسم
 أقراص  والمقاطع

 
 
 
 
 

 ومساحته:  
.........A = 

 أجوف  الناتج من الدوران فالمجسم
 حلقات  والمقاطع

 
 
 
 
 

 ومساحته:    
........................A = 
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

 ثالثاً :الحجوم حلقات 
𝑽 أو مستقيم أفقي x( الدوران حول محور 1 = 𝝅 ∫[𝑹𝟐(𝒙) − 𝒓𝟐(𝒙)] 𝒅𝒙𝒃

𝒂  

 
 للمنطقة المحدودة  حول محور السيناتحجم الجسم الناتج من الدوران  دأوج تدريب:
 بالمستقيمات والمنحنيات          

  y = x      ,    y = 1      ,      x = 0 
 

 
 نصف القطر الداخلي                   نصف القطر الخارجي 

 
R = ………….                               r = ………... 

 
 
 

 مساحة المقطع الداخلي                   مساحة المقطع الخارجي 
 

………...=  2πr                            ………….=  2πR 
 

 
 
 
 

 الحجم:
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
 

y x=

1y =
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 

 

 ثالثاً :الحجوم حلقات 
𝑽 أو مستقيم أفقي x( الدوران حول محور 1 = 𝝅 ∫[𝑹𝟐(𝒙) − 𝒓𝟐(𝒙)] 𝒅𝒙𝒃

𝒂  

 
 للمنطقة المحدودة بالمستقيمات والمنحنيات y = 2حول أوجد حجم الجسم الناتج من الدوران تدريب:

 
 
 

 نصف القطر الداخلي            نصف القطر الخارجي
 

R = ………….                        r = ………... 
 
 
 

 مساحة المقطع الداخلي             مساحة المقطع الخارجي 
 

= ………... 2= ………….                    πr 2πR 
 
 
 
 
 

 
 الحجم:

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 

2

, 1 , 0
4

x
y y x= = =
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 3متقدم ـ ف  12الرياضيات ــ 
 

  الحجوم شرائح وأقراص وحلقات( 6ـ  2)
 
 
 
 

 ثالثاً :الحجوم حلقات 
 
𝑽 أو مستقيم رأسي  y( الدوران حول محور 2 = 𝝅 ∫[𝑹𝟐(𝒚) − 𝒓𝟐(𝒚)] 𝒅𝒚𝒅

𝒄  

 
 
 
 

 الحجم:
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
......................................................................................................................................................... 

 
 
 

 yالدالة في 
.................................................................. 

 
.................................................................. 

 

 نصف القطر الداخلي                نصف القطر الخارجي
 

R = ………….                        r = ………... 
 
 
 

 مساحة المقطع الداخلي             مساحة المقطع الخارجي 
 

………...=  2πr                 ………….=  2πR 
 


