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 )washers(وحلقات )disks(وأقراص) slices( : شرائحالدّورانیة موالحج) 2-6(

 الحجوم الدّورانیة وھي الحجوم التي تنشأ من دوران المساحة حول محور دوران ما.   •

𝒚𝒚   (𝒙𝒙)محاور الدّوران محوران: حول محور   • = 𝟎𝟎 𝒚𝒚أو حول المستقیم   ⟸ = 𝒄𝒄   . 

                          

𝒙𝒙  وحول محور                                 = 𝟎𝟎 ⟸ (𝒚𝒚)  أو حول المستقیم𝒙𝒙 = 𝒅𝒅  . 

𝒗𝒗  :  نوجد الحجم عن طریق • = . 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨�المساحة��مساحة  مقطع  عرضي �  الارتفاع 

•  𝒗𝒗𝒊𝒊 = 𝑨𝑨(𝒄𝒄𝒊𝒊) ∆𝒙𝒙                                                      

 العرض    مساحة مقطع عرضي                                      

                             𝒗𝒗 = ∑ 𝑨𝑨(𝒄𝒄𝒊𝒊) ∆𝒙𝒙 ⟹ 𝒗𝒗 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒏𝒏⟶∞∑ 𝑨𝑨(𝒄𝒄𝒊𝒊) ∆𝒙𝒙𝒏𝒏𝒊𝒊=𝟏𝟏𝒏𝒏𝒊𝒊=𝟏𝟏 

 وبصیغة التكّامل ھي:   •

𝒙𝒙معروفة وقابلة للتكّامل من   𝑨𝑨(𝒙𝒙)حجم مجسّم ذو مساحة مقطع  ) 1 = 𝑨𝑨  إلى𝒙𝒙 = 𝒃𝒃  ھو 

𝒚𝒚أو من       = 𝒄𝒄   إلى𝒚𝒚 = 𝒅𝒅  ھو                                        

𝒗𝒗الحجم معروف بأنھّ  ) 2 = 𝑩𝑩𝑩𝑩       

         ∆𝒙𝒙    ∆𝒚𝒚        مساحة القاعدة 

𝑨𝑨(𝒙𝒙)فإنّ المساحة ھي   (𝒙𝒙)العرضیة المربّعة والتي تكون عمودیة عند  في المقاطع  )3 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 

𝒇𝒇(𝒙𝒙)في المقاطع العرضیة الدائریة فإنّ نصف القطر   )4 = ⇚   𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑨𝑨   وعلیھ فإنّ المساحة ، 𝑨𝑨(𝒙𝒙) = 𝝅𝝅𝑨𝑨𝟐𝟐   ّأي أن𝑨𝑨(𝒙𝒙) = 𝝅𝝅[𝒇𝒇(𝒙𝒙)]𝟐𝟐   وھذه تكون في حال قسّمنا المنطقة إلى مستطیلات تعامد محور .
 الدوران ویدور طرف واحد فقط والآخر یكون على محور الدوران.  

 ) أي عدم وجود فراغ أو ثقب.  Disks( وھي ما تسمّى بطریقة الأقراص 

 

   ) أو (العجل).washersأمّا عند وجود ثقب أو فراغ فیدور الطّرفان وعندھا تسمّى طریقة حلقات () 5

𝝅𝝅𝑹𝑹𝟐𝟐وفي ھذه الحالة فإنّ المساحة (أي مساحة حلقة الرّبط)   − 𝝅𝝅𝑨𝑨𝟐𝟐   حیث𝑹𝑹   ھو نصف القطر
𝑨𝑨(𝒙𝒙)ھو نصف القطر الداخلي.   𝑨𝑨الخارجي و   = 𝝅𝝅(𝑹𝑹𝟐𝟐 − 𝑨𝑨𝟐𝟐)  

𝑨𝑨أي أنّ   𝟐𝟐√(طول الضّلع)   =ملاحظة: قطر المربّع  ) 6 = √𝟐𝟐𝒙𝒙  .  

 .   𝟑𝟑𝟐𝟐√ارتفاع مثلّث متساوي الأضلاع ھو (طول الضّلع)  ) 7

8( 

 

𝒗𝒗 = ∫ 𝑨𝑨(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒙𝒙𝒙𝒙=𝒃𝒃𝒙𝒙=𝑨𝑨   𝒗𝒗 = ∫ 𝑨𝑨(𝒚𝒚) 𝒅𝒅𝒚𝒚𝒚𝒚=𝒅𝒅𝒚𝒚=𝒄𝒄   

r 
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 أسئلة الحجوم تتدرّج بالصّورة التالیة: 

 𝑨𝑨(𝒙𝒙)حجم مجسّم مع مساحة مقطع عرضي         

𝑨𝑨(𝒙𝒙)) جد حجم المجسّم إذا كانت  1س = 𝟐𝟐(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐   ،𝟏𝟏 ≤ 𝒙𝒙 ≤  ؟    𝟒𝟒

 

 

 ) قدّر الحجم من مساحات المقطع العرضي  2س       

 

 

 

 ). أي جزّئ المجسّم إلى شرائح عمودیة على محور الدوران( / الشّرائح قم بإعداد تكامل وحساب الحجم     

متر. احسب حجمھ    𝟐𝟐𝟑𝟑𝟎𝟎متر ویرتفع من قاعدة مربعّة طول ضلعھا   𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐ارتفاع الھرم الأكبر   یبلغ )  A)  3س
 باستخدام التكّامل؟  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B (  متر، بھضبة علویة مربعّة طول   𝟕𝟕𝟎𝟎على فرض أنّھ بدلاً من إكمال الھرم ، توقّف عمّال البناء عند ارتفاع
 متر. احسب حجم ھذا البناء؟   𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏ضلعھا 

 

 

𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟏𝟏 𝟏𝟏.𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟎𝟎 𝒙𝒙(𝒎𝒎) 𝟏𝟏.𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟑𝟑 𝟏𝟏.𝟒𝟒 𝟏𝟏.𝟐𝟐 𝟏𝟏 𝑨𝑨(𝒙𝒙) 𝒎𝒎𝟐𝟐 

1 

2 

3 
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𝟒𝟒عرضیة دائریة بنصف قطر  ) لإناء فخّاري مقاطع  4س + 𝒔𝒔𝒊𝒊𝒏𝒏 𝒙𝒙𝟐𝟐    𝟎𝟎لكل ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟐𝟐𝝅𝝅   ارسم صورة للإناء .
 واحسب حجمھ؟  

 

 

 

𝒙𝒙𝟐𝟐ھي الدائرة   (𝒗𝒗)إنّ قاعدة المجسّم  ) 5س + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = عرضیة مربعّة   مقاطع )  𝒗𝒗 :A. جد الحجم إذا كان لدى  𝟏𝟏
 ؟   (𝒙𝒙)متعامدة على  

 

 

 

 

 

 

 

 

B  (  مقاطع عرضیة على شكل نصف دائرة متعامدة على(𝒙𝒙)   ؟ 

 

 

 

 

𝒚𝒚   ) جد حجم المجسّم الذي قاعدتھ المنطقة المحصورة بمنحنى الدالة6س = 𝑨𝑨−𝒙𝒙    والمستقیمات 

  𝒙𝒙 = 𝟎𝟎  , 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏  ,   𝒚𝒚 = إذا كانت المقاطع العرضیة مثلّثات متساویة الأضلاع ومتعامدة على المحور     𝟎𝟎
 السّیني؟  
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𝒚𝒚ھي المنطقة المحدودة بِ    𝒗𝒗قاعدة المجسّم  ) 7س = 𝒙𝒙𝟐𝟐      و𝒚𝒚 = 𝟐𝟐 − 𝒙𝒙𝟐𝟐   جد الحجم إذا كان لدى .𝒗𝒗 : 

A (  متعامدة على المحور  مقاطع عرضیة مربعّة𝒙𝒙   ؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B  (  مقاطع عرضیة على شكل نصف دائرة متعامدة على المحور𝒙𝒙  ؟ 
 

 

 

 

 

 

 

C  (  مقاطع عرضیة مثلّثات متساویة الأضلاع متعامدة على المحور𝒙𝒙  ؟ 
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𝒚𝒚) یتم إعطاء الرّسم التخطیطي لقبّة  8س = 𝟔𝟔𝟎𝟎 − 𝒙𝒙𝟐𝟐𝟔𝟔𝟎𝟎     𝟔𝟔𝟎𝟎−لكل ≤ 𝒙𝒙 ≤ بمقاطع عرضیة دائریة    𝟔𝟔𝟎𝟎
   القبّة؟. جد حجم   𝒚𝒚متعامدة على المحور  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ) washers) والحلقات (العجل) (Disksمفھوم الأقراص ( 

 

 

 

 

 (𝒙𝒙)أقراص حول  

𝒚𝒚   :   احسب حجم المجسّم الذي تكوّن من دوران المنطقة المذكورة المحدودة بِ ) 1س = 𝟐𝟐 − 𝒙𝒙 ،    𝒚𝒚 = 𝟎𝟎   ، 𝒙𝒙 =  ؟   (𝒙𝒙)حول المحور   𝟎𝟎

 

 

 

 

𝒚𝒚      ) جد الحجم المتولدّ من دوران المنطقة المحدودة بِ:2س = √𝒙𝒙 ،   𝒚𝒚 = 𝟏𝟏 ،    𝒙𝒙 = 𝒚𝒚حول     𝟒𝟒 =  ؟   𝟏𝟏

 

 

 

 الحلقات تكون بفراغات أو ثقب   الأقراص تكون بدون فراغات  

𝒗𝒗:   (𝒙𝒙)أقراص دوران حول   = ∫ 𝝅𝝅[𝒇𝒇(𝒙𝒙)]𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒙𝒙𝒙𝒙=𝒃𝒃𝒙𝒙=𝑨𝑨 

𝒗𝒗:   (𝒚𝒚)أقراص دوران حول   = ∫ 𝝅𝝅[𝒈𝒈(𝒚𝒚)]𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒚𝒚𝒚𝒚=𝒅𝒅𝒚𝒚=𝒄𝒄 

𝒗𝒗:   (𝒙𝒙)حلقات دوران حول   = ∫ 𝝅𝝅(𝑹𝑹𝟐𝟐 − 𝑨𝑨𝟐𝟐) 𝒅𝒅𝒙𝒙𝒙𝒙=𝒃𝒃𝒙𝒙=𝑨𝑨 

𝒗𝒗:   (𝒚𝒚)حلقات دوران حول   = ∫ 𝝅𝝅(𝑹𝑹𝟐𝟐 − 𝑨𝑨𝟐𝟐) 𝒅𝒅𝒚𝒚𝒚𝒚=𝒅𝒅𝒚𝒚=𝒄𝒄 
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 (𝒚𝒚)أقراص حول  

𝒚𝒚احسب حجم المجسّم الذي تكوّن من دوران المنطقة المحدودة بِ:     ) 1س = √𝒙𝒙  ،    𝒚𝒚 = 𝟐𝟐   ،   𝒙𝒙 = 𝟎𝟎   

 ؟   𝒚𝒚حول  

 

 

 

 

 

 

 

𝒙𝒙) جد الحجم المتولدّ من دوران المنطقة المحدودة بِ:    2س = 𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏     ،𝒙𝒙 = 𝒙𝒙حول      𝟑𝟑 =  ؟   𝟑𝟑

 

 

 

 

 

 

 (𝒙𝒙)حول   حلقات

𝒚𝒚) جد الحجم الناّتج من دوران المنطقة المحدودة بِ:   1س = 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏      ،𝒚𝒚 = −𝒙𝒙 +  ؟   (𝒙𝒙)حول محور   𝟑𝟑
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 (𝒚𝒚)حول   حلقات

𝒚𝒚جد الحجم الناّتج من دوران المنطقة المحدودة بِ:    ) 1س = 𝒙𝒙𝟐𝟐     ،𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝒙𝒙     في الرّبع الأوّل والدّوران
 ؟   𝒚𝒚حول  

 

 

 

 

 

 

 

𝒙𝒙𝟐𝟐    بدوران الدائرة) أثبت قانون حجم الكرة 2س + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝑨𝑨𝟐𝟐    حول المحور𝒚𝒚   ؟ 

 

 

 

 

 

 

 

𝒚𝒚جد الحجم الناّتج من دوران المنطقة المحدودة بِ:    ) 3س = 𝑨𝑨𝒙𝒙  , 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎  , 𝒙𝒙 = 𝟎𝟎  , 𝒙𝒙 = حول    𝟐𝟐
 ؟   𝒚𝒚المحور  
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 أسئلة متنوّعة

𝒚𝒚ھي المنطقة المحدودة بواسطة   𝑹𝑹) لتكن  1س = 𝟒𝟒 − 𝒙𝒙𝟐𝟐     ،𝒚𝒚 = . جد أحجام الأجسام التي تمّ الحصول   𝟎𝟎
B  (𝒚𝒚؟    𝒚𝒚المحور  ) Aحول كل من التاّلي:  𝑹𝑹علیھا من دوران   = C  (𝒚𝒚     ؟  𝟑𝟑− = D  (𝒙𝒙     ؟   𝟕𝟕 =  ؟   𝟑𝟑
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𝒚𝒚جد الحجم الناّتج من دوران المنطقة المحدودة بِ:   ) 2س = � 𝒙𝒙𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟐𝟐   والمحور𝒙𝒙   و𝒙𝒙 =  ؟  𝒙𝒙حول المحور   𝟏𝟏
 

 

 

 

 

𝒙𝒙جد حجم المجسّم الذي یقع بین مستویین عمودیین على المحور السیني عند  ) 3س = 𝟎𝟎     ،𝒙𝒙 = −𝟐𝟐 

ھي مثلّثات متطابقة الأضلاع، ویقع أحد   [𝟐𝟐,𝟎𝟎−]والمقاطع العرضیة العمودیة على المحور السیني في الفترة  
𝒚𝒚ضلعیھ بین المنحنى   = 𝑨𝑨𝒙𝒙 +  ومحور السینات؟    𝟏𝟏

 

 

 

 

 

𝟏𝟏−    مع (𝒙𝒙,𝒚𝒚)وران المربّع المكوّن من نقاط على فرض أنھّ یتم د ) 4س ≤ 𝒙𝒙 ≤ 𝟏𝟏     ،−𝟏𝟏 ≤ 𝒚𝒚 ≤ حول   𝟏𝟏
 ؟   𝟐𝟐𝝅𝝅. أثبت أنّ حجم المجسّم الناتج ھو   𝒚𝒚المحور  

 

 

 

 

 

𝒙𝒙𝟐𝟐) على فرض أنھّ یتم دوران الدائرة  5س + 𝒚𝒚𝟐𝟐 =  ؟   𝟒𝟒𝟑𝟑𝝅𝝅. أثبت أنّ حجم المجسّم الناتج ھو  𝒚𝒚حول المحور   𝟏𝟏
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, (𝟏𝟏−,𝟏𝟏)على فرض یتم دوران المثلّث الذي رؤوسھ  ) 6س (𝟎𝟎,𝟏𝟏)  , . أثبت أنّ   𝒚𝒚حول المحور   (𝟏𝟏−,𝟏𝟏−)
 ؟    𝟐𝟐𝟑𝟑𝝅𝝅حجم المجسّم الناتج ھو  

 

 

 

 

 

 

 

 

)، وبینّ أنّ الأحجام النسبیة للمناطق التي تمّ دورانھا  4-6أرسم المربعّ والدائرة والمثلّث في الأسئلة من ( ) 7س
 ؟   𝟑𝟑:𝟐𝟐:𝟏𝟏مخروط، والنسبة ھي    ھي أسطوانة، كرة،

 

 

𝒙𝒙أثبت أنّ ناتج دوران  ) 8س = 𝒚𝒚𝟐𝟐      و𝒙𝒙 = 𝑨𝑨    حول𝑨𝑨   𝟏𝟏𝟔𝟔𝟏𝟏𝟏𝟏ھو𝝅𝝅𝑨𝑨𝟏𝟏𝟐𝟐     ؟ 
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, (𝑩𝑩,𝟎𝟎)) جد بالتكّامل حجم المجسّم الناتج من دوران المنطقة المثلّثیة التي رؤوسھا  9س (𝒃𝒃,𝟎𝟎) , (𝟎𝟎,𝟎𝟎)  

 حول محور السینات؟  

 

 

 

 

 

 


